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本研 究 に は 二 つ の キ ー ワー ドが あ る.一 つ は準 周 期 系,も う一 つ は シュ タル
ク ラ ダー で あ る.準 周期 系 とは あ る種 の 規 則 を持 った 非 周 期 系 で あ り,シ ュ タ
ル ク ラ ダ ー と は一様 電場 下 の 周 期 系 の エ ネル ギ ー スペ ク トル で あ る.本 研 究 は
準 周 期 系 に一 様 電 場 をか け た 系 の 研 究 で あ る.こ の 章 で は これ らの キ ー ワー ド
に対 す る歴 史 的 背 景 につ い て説 明 し,本 研 究 の 目的 を明 らか にす る.
1-1研 究 の 背 景
(1)一一様 電 場 下 の 周 期 系 の 電 子 状 態h
1928年FBlochは 結 晶 固体 中 の電 子 が エ ネ ル ギ ーバ ン ドを作 る と して固 体 物
理 の先 駆 者 と な った が,そ の論 文 で は結 晶 に 一様 電場 を加 え る と電 子 が周 期 運
動 をす る こ とが 予 言 され て い る2).こ の振 動 は現 在 で はBloch振 動 と呼 ば れ て い
るが,こ れ が 周期 系 に 一 様 電 場 をか け た 系 の 最 初 の議 論 で あ っ た.そ の後 の研
究 で1950年 のS.Katsura,T.HattaandAMoritaに よ る1次 元tight-bindingモ デ ル
にお け る厳 密 解3)に代 表 され る よ うな成 果 が あ が り,エ ネ ルギ ー 準位 が 離 散 的 で
等 間 隔 に な り,全 ての 波 動 関 数 が 局 在 す る こ とな どが 明 らか に さ れ だ}5}.し か
し,こ れ らの研 究 は先 進 的 過 ぎた故 か その 後 の 発 展 は な く,Wannierに よる議
論 が あ る まで長 い沈 黙 が あ っ た.1959年 か らWannierに よって 一 様 電 場 下 の 周
期 系 の問 題 の広 範 な議 論 が展 開 され た6、.Wannierは この等 間隔 の離 散 的 エ ネル
ギ ー準 位 を シュ タル ク ラ ダー(Starkladder)と 名 付 け た.こ の 問題 につ い て広
範 な議 論 を展 開 したWannierの 名 を加 え,ワ ニ エ シ ュ タル ク ラ ダー(Wannier
Starkladder,以 下WSL)と 呼 ぶ こ と もあ る.ま た,一 様電 場 に よ って 局在 し
・
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た波動 関数 はワニエ シュ タル ク局在状態(WS局 在状 態)と 呼 ばれ る.
Wannierの 指摘 以後,そ の様 な局在状態 の存在 をめ ぐって さまざまな議論が
なされて きた7).実 験 による確認 を試みた研 究 もあ り,い くつか の報告 もあるが
どれ も明確 な証拠 をつかむ には至 っていなか ったti).WS局 在状態 を観測す るた
めの条件 はその状態 の コ ヒー レン ト長 が局在長 よ り長 い ことで ある.し か し,
実際 の半導体結 晶の場 合にはバ ン ド幅 と格子定 数はそれぞれeVとAの オー ダー
であるため,WS局 在状態 を観測するため に必要 な電場 は結晶 のバ ン ド構造 を
破壊す るほ ど大 き くなる,こ のため,実 際の観測 は困難 であった.
ところが,最 近 にな って微細 加工技術が進歩 し,人 工 的な半導体 超 格子が作
成 される ようになった9).人 工 の半導体超格子 では半導体結晶 に比べ てバ ン ド幅
を狭 く,格 子定 数 を長 く制御 す ることがで きる.こ のためWS局 在状態 を観測
す るため に必 要 な電場 は小 さ くてす む.WSLの 明確 な証拠 を最 初につかんだの
は1988年 のMendez等 の実験1`')であ った.
(2)準 結 晶 と準周期系
物性 の研究 を物質の構造 とそ の物性 との関係 を調べ ることとす る な らば,こ
の分野 は物 質の構造 に よって結 晶に代表 され る周期系 とアモル フ ァス に代 表 さ
れる非周 期系 とに大 きく分 ける ことが で きる.そ れぞれの分野で今 日 まで に多
くの成果 が あげ られて きたが,1984年 になっ て準結晶 とい う衝撃 的な物 質が発
見 され たID.準 結 晶 とは結 晶に特徴 的 な長距 離秩序 と,結 晶には 許 されな い回
転対称性 を併 せ持 った構 造 とい うことが で きる.こ の ような構造 は概 念 と して
は全 く新 しい もので,そ の構 造上で発現 す る物性 が どの様 な特徴 を持 つか とい
うことは大変興味深い問題で ある.
近年,良 質 の準結晶が得 られ る ようにな りその 物性 の特徴が明 らか にされて
きている.中 で も電気伝 導の振 る舞い は最 も特徴 的で あ る.準 結晶の 抵抗 率 は
lO3t--104ptΩcmと い う金属 と しては異常 に大 きな値 をとる1ユ).最近の実験 で は
4.2Kで1.43Ωcmと い う報告 もある13).通 常の 金属 や合金で はIOO」uΩcm以 下,
アモル ファス金属 で も500μ Ωcmを 越 える ものは少 な く,今 までの常 識では考
え られな い ことである.ま た,準 結 晶は乱 れが少 ない ほ ど抵抗率 が高 くなる,
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金属結晶 の場合 には欠陥 が入 る と電子の 散乱体 が増 え抵抗 が上昇 す るが,準 結
晶の場合 にはその逆 なのであ る!4).
この ような特異 な物性 を示す 準結晶の構造 は,準 周期 系 とい う概 念 によって
理解 され て きた.準 周期 系 とは比が無 理 数の二つの周 期 の重ね合せ と して与 え
られ る.こ の ような系は 高次元の周期 構 造の断面 として表わ され るこ とが数学
的に示 され てい る.
準結 晶の特異 な物性 との関連か らこの準周期系の研究は盛 んに行 われてきた.
中で も電 子状態 の研 究で は1次 元系で多 くの成果 があ げ られ,エ ネル ギースペ
ク トルの特異 連続性 や,臨 界的 な波動 関 数な ど周期系 ともランダム系 とも非常
に異 なる性 質が明 らかに されて きてい る1・S).
最 近では,半 導体超格子 によ る1次 元準周期 系 が実現 され,そ の構造 や物性
が研究 されつつあ る16〕.
(3)非 周 期 系 の シ ュ タル ク ラ ダー 一研 究 の 目的 一
準 周 期 系 は ラ ンダ ム系 と は異 な り秩 序 構造 を持 っ た非 周 期 系 で あ る.こ の よ
う な系 に 一 様 電 場 をか け た場 合 に は ラ ン ダム系 に は見 られ ない秩 序 が 期待 され
る.こ の 問題 に関 して こ れ まで の 研 究 に よ って 明 らか に され た こ とは,次 の よ
う な もの で あ る卩)且8).
1.全 ての 状 態 は ワニ エ シ ュ タル ク局 在状 態 と な る.
2.エ ネ ル ギ ー スペ ク トル は非 一 様 な シ ュ タル クラ ダ ー と な る.
しか し,こ れ らの事 実 は ラ ン ダム系 と準 周 期 系 を区 別 す る よ う な もの で は な
く,準 周 期 系 特 有 の性 質 は何 一 つ見 い 出 され てい な か っ た.
したが っ て,本 研 究 の 目的 は
1.準 周期 系 に一様電場 をかけた系での電子状態 を調べ る.
2.一 様電 場下 に おいて ラ ンダム系 と準周 期 系 との違 い を明 らかに
す る,
3.準 周期 系 の持 つ秩序 構 造が シュ タル ク ラダー に与 え る影響 を明
らか にす る.
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で あ る.次 の章 で は 二 つ の キ ー ワ ー ド 「準 周 期 性 」 及 び 「シ ュ タ ル ク ラ
ダー」 に つ い て これ まで に分 か っ て い た 事 を中 心 に解 説 し,本 研 究 の 位 置 付 け
を行 う.
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第2章 準周 期 系 と シュ タ ルク ラ ダー
本研 究の理 解 には準周期系 と シュ タル クラ ダー という二つの側 面 か らの アプ
ローチが 必要 となる.こ こで は始 めに本 研究で扱 ったモデ ルの母体で あ る1次
元準周期 系 につ いて,そ の取扱 いお よび重要 な性 質について述べ る.こ こでは
これ まで の研究 で知 られ ていた事が 中心 であ るが,本 研究 によって明 らか にさ
れた新 た な事実 も含 まれ ている,次 に本 研究の もう一 つの主題 であ る シュ タル
クラ ダー につ いて,周 期 系 と非周期系 とにお ける性 質 について紹介す る.こ の
章 を通 して本研究 の位置付 け を行 い,改 め て研 究の 目的 を述べ る.
2-11次 元 準 周 期 系
(1)変 調 ポテ ンシャル と位相
1次 元準周 期系の最 も簡単 なモ デル は,1次 元 周期系にその周 期 とは非整 合





の よ うに 表 され る.こ こ で は,格 子 点 間 隔 と跳 び 移 り積 分 をそ れ ぞ れ 長 さ とエ
ネ ル ギ ー の 単位 と して い る.ま た,ln>は 格 子 点nに 局在 す る ワニ エ状 態 を表
わ す.V,、 は格 子 点nで の 変 調 ポテ ンシ ャル の値 で あ り,周 期1の 周期 関 数
f(x)を 用 い て
二5.
Vn=蝋 ・1ω+φ) (2.2)
と表 され る.こ こでV,1/ω,φ は それ ぞ れ変 調 ポ テ ンシ ャル の振 幅,周 期,
位 相 で あ る.ま た,周 期 に含 まれ る ω は無 理 数 で あ る.Fig.2.1に1周 期 分 の
ア(λ)お よび,各 格 子 点 で の 鷲 の決 ま り方 を示 した.位 相 変 数 φ は格 子 と変調
ポ テ ンシ ャルの 相 対的 な位 置 関係 を与 え る.こ れ は準周 期 系 特 有の 変 数 で あ り,
系 の ハ ミル トニ ア ンを特徴 づ け るパ ラ メ タの 一 つ とな る.こ こで は,関 数 ∫(κ)
の 周 期 が1で あ る ため 位 相 φ は整 数 の 付 加 定 数 の 不 定性 が あ り,し たが って,




Fig,2.ll次 元 準 周 期 系 の 変 調 ポ テ ン シ ャ ル
変 調 ポ テ?シ ャ ル の 周 期1/ω と 格 ∫・のj,1,亅期1が 非 整 合 に な っ て い る.
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準 周 期 系 は 二 つ の非 整 合 な周 期 が重 な っ た構 造 を持 つ.(2.1)式 の 系 が 準 周
期 系 とな るの は,変 調 ポ テ ン シ ャル の周 期1/ω と格 子 の 周 期1が 非 整 合 に な っ
て い る こ と に起 因す る.こ の系 で の格 子 点 η の 周 りの局 所 的 な環 境 は,局 所 位
相 φ1、=11CO+φ(mod1)に よ って特 定 され る.ω が 無 理 数 で あ る こ とか ら
異 な る二 つ の格 子 点 の 局 所 位 相 がmod1で 一 致 す る こ とは ない.し たが って,
あ る格 子 点 を指 定 した と きに平 行 移 動 に 関 して等 価 な 格 子 点 は存 在 し ない.し
か し,φ.と φ,,tの差 がmod1で 十分 小 さ けれ ば二 つ の 格 子 点tl,川 の 環境 は非
常 に近 い もの とな る.し たが っ て,精 度 δφ を指 定 した と きに あ る格 子 点 の環
境 とその 精 度 の 範囲 で 等 価 な環 境 を持 った格 子 点 は無 数 に探 し出 す こ とがで き,
それ らは密 度 δφ,平 均 間 隔1/δ φ で 一 様 に分 布 す る.こ の こ とか ら,準 周期 系
の 多 くの 性 質 は位 相 変 数 φ に よ らな い こ とが 結 論 され る.
こ こで,準 周 期 系 が 位 相 に 陽 に依 存 す るハ ミル トニ ア ンの 関 係 式 を示 して お
く.ハ ミル トニ ア ンの位 相 依 存 性 を考 慮 にい れ て,(2,1)式 の ハ ミル トニ ア ン
.をH⑪(φ)と 書 くこ とにす る.こ の と きハ ミル トニ ア ンが 満 たす 関 係 式 は平 行 移





と表わ され る.(2.3)式 は変調 ポテ ンシャルが位 相 に関 して周期1で ある こと
か ら導か れる.ま た,(2.4)式 は格子点か らその右隣 りの格子 点 に移 動す ると
位相が ω だけ進 むこ とを表 わす.
この関係 は特 に電場 をかけた場 合の理解 に非常 に重要 になる関係式で ある.
(2)エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル と容 量 次元
準 周 期 系 の エ ネ ルギ ー スペ ク トル は一般 に カ ン トー ル セ ッ ト(完 全 不連 結 集
合)と な る.カ ン トー ル セ ッ トとは,
i)各 点 が 集 積 点 で あ る。 す なわ ち孤 立 点 を持 た ない.
ii)有 限 長 の 区間 は部 分 集 合 と な り得 な い.
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とい う性 質 を満 たす 集 合 で あ る.言 い か え る と,い た る とこ ろ に ギ ャ ップが
入 り込 ん だ構 造 を持 って い る とい う こ とで あ る.
この よ う な1次 元 点 集 合 を こ こで は広 義 のfractalと 呼 ぶ こ とにす る.広 義 の




で 与 え られ る.わ は考 え て い る点 集 合 を含 む 区 間 を等 間隔 の 区 間 に 区切 っ た時






1次 元点 集合 仕 図で は線分 の集合)を 長さ',の 区 間に分割 し,点(線 分)が
含 まれるlxl問(k図 の 白丸E[j)の 数Mを 数える.
広 義 のfractalは 容 量 次 元Dの 値 に よ っ て,purefrac{a1(0<D<1),fat
fracta1(D=1),skinnyfractal(D=0)の 三 つ に 分 類 す る こ とが で きる.一
般 にfractalと 呼 ば れ て い る の はpurefracta】 の こ と で あ り,他 の 二 つ はfracta1と











Fig.2.3広 義 のfracta1の 分 類
広 義 のfractalは 容 量 次 元 の 大 き さ に よ っ て 一{つ に 分 類 さ れ る.拡 大 操 作 を繰 り
返 して も 常 に 同 じ形 に 見 え る の がPurefractalで あ る,拡 大 す る に つ れ て ギ ャ ッ プ
が 見 え な く な り連 続 体 の よ う に 見 え る の がfatfractalで あ る.逆 に 拡 大 す る に つ れ
て ス ペ ク トル が 痩 せ 細 り,点 ス ペ ク トル の よ う に 見 え る の がskinnyfracta1で あ る.
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Fig.2.3は 三つ の分 類 と部 分 を拡 大 す る操 作 に よ る違 い を模 式 的 に示 した も
の であ る.purefractalは スペ ク トル を拡 大 す る と元 と全 く同 じ構 造 の ス ペ ク ト
ルが 現 わ れ る.拡 大 を何 度 繰 り返 して も同 じで あ る.fatfractalの 場 合 は スペ ク
トル を ど ん ど ん拡 大 して 見 て い くにつ れ て ギ ャ ップの 割 合 が小 さ くな り,つ い
には1次 元 の連 続体 の よ う に見 え る.逆 にskinnyfracta1の 場 合 は,拡 大 をす る
につ れ て ギ ャ ップの割 合 が増 え て つ い に は点 スペ ク トル に な る よ うに見 え る.
各 々 に つ い て例 を挙 げ る と,purefractalは フ ィボ ナ ッチ格 子 の エ ネ ル ギ ース
ペ ク トル や ハ ーパ ー モ デ ル の 臨 界点 で の エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トルが あ る .ま た,
fatfractalは ハ ーパ ー モ デ ル の非 局 在 領 域 で の スペ ク トルが あ る.こ れ らにつ い
て は この 章 の以 下 の節 で 解 説 す る.三 つ 目のskinnyfracta1の 性 質 を示 す例 は少
な くと も物 理 で は今 まで に見 つ け られ てい ない.ま たskinnyfractalと い う呼 び
名 もfatfractalと の対 応 か ら本 研 究 で 名付 け た もの で あ る.次 章 で 述 べ る よ う に
電 場 をか け た場 合 の フ ィ ボ ナ ッチ格 子 の エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル の 解 析 で 本研 究
に よ りRESと い う量 が 導 入 され るが,こ れ は物 理 で 始 め て登 場 したskinny
fractalの 例 で あ り本研 究 の 一つ の 成 果 で あ る.
1次 元準周 期系 には変調 ポテ ンシャルの特徴 の 違 いによって二つ の典型的 な
モデルが ある.変 調 ポテ ンシ ャルが滑 らか な関数の代 表であ るハ ーパ ーモデル
(変調 ポ テ ンシャルが正 弦波)と,区 分 的定数関数の代 表であ るフ ィボナ ッチ
格子(山 と谷 の長 さがあ る特殊 な条件の 非対称 的矩型波)で あ る.こ れ ら二つ
のモ デル は非常 に異 なっ た性質 を示す こ とが知 られてい る.以 下 にこ れらのモ
デルにつ いて本研究 との関連深 い ところを中心 に解説す る.
(3)ハ ーパ ー モデ ル
変 調 ポ テ ン シ ャル を表 わす 関 数 プ(κ)を
f(x)==2sin(27tx) (2.6)
ゴ10.
と した も の が ハ ー パ ー モ デ ル で あ る.変 調 ポ テ ン シ ャ ル は位 相 依存 性 を考 慮 に
入 れ て 砿(φ)と 書 くこ とにす る と
Vn(φ)-2V・in(2π(η ω+φ)) (2.7)
と表 わ され る.こ の モ デ ルで の 各格 子 点 で の 変 調 ポ テ ンシ ャル の 値 阿、 の 決 ま







Fig.2.4ハ ーパーモ デルの変調 ポテ ンシャル
変調 ポテ ンシャルの形 はiK弦 波であ る.図 では位相 を0に とっている,各 格f一
点での変 調ポテ ンシャルの値 を点線の 長さで示 してい る.
この方程式 は,も ともとは一様磁場下の2次 元 長方格子上の1電 子波動関数
を決定す る方程式 と して導 かれた ものである!9).こ の意味で,φ は本 質的 に第
2軸 方向の波 数 を意味す る.
これ まで このモデルについて 多 くの理論 的研究 がな されてい るが,以 下 に本
研究 との関連か ら重要 となる ことについて解説す る.
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(a)波 動 関 数 の局 在 一非 局 在 転 移
ハ ーパ ー モ デル は,変 調 ポ テ ンシ ャルの 振 幅Vの 値 に よっ て波 動 関 数(固 有
関 数)が 局 在 一非 局 在 転 移 を起 こす こ とが 知 られ て い る20).
V<1す な わ ち変 調 ポ テ ン シ ャルが 弱 い と きに は全 ての波 動 関 数 は系 全体 に
広 が っ てお り,エ ネ ルギ ー スペ ク トル はfatfractalと な る.一 方,V>1す な わ
ち変 調 ポ テ ン シャルが 強 い ときに は全 ての波 動 関 数 は指 数 関 数的 な 局 在 を示 し,
エ ネ ルギ ー スペ ク トルは や は りfatfractalで あ る .こ の転 移 の臨 界 点 はV=1で
あ る.こ の と き全 て の波 動 関 数 は局 在性 に 関 して 臨 界 的 とな り,エ ネ ル ギ ー ス
ペ ク トル はpurefractalと な り,ω が整 数係 数 の2次 方 程 式 の 解 と して与 え られ
る い わ ゆ る2次 の無 理 数ユ!}の場 合 には 自己 相 似 性 を 示す.変 調 ポ テ ン シ ャルの
振 幅 の大 き さ に よっ て分 類 され た上 記 三 つの 領 域 は,波 動 関 数 の 性 質 か らそれ
ぞ れ非 局 在 領 域,局 在 領 域,臨 界 点 と呼 ば れ る.






Fig.2.5ハ ー パ ー モ デ ル の エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル
左 か ら非 局 在 領 域(V=O.4),臨 界 点(Vニ].0),局 在 領 域(V=L5)の 場
合 で あ る,臨 界 点 で はpurefractal,非 局 在 領 域,局 在 領 域 で はfatfractalで あ る.
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・Fig.2.6ハ ー パ ー モ デ ル の 基 底 状 態 の 波 動 関 数
一ヒカ・ら非1司 在 領 域(V;0.4),臨 界 点(V=LO>,1・1]在 何け或(V=L5).
ロ
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(b)バ ン ドの 対称 性
ハ ーパ ー モ デ ルの エ ネル ギ ー ス ペ ク トル はFig .2.5に 見 られ る よ うに 変 調 ポ
テ ン シ ャル の振 幅Vに よ らず エ ネル ギ ー軸 に関 して対 称 で あ る.こ の こ とはハ
ミル トニ ア ンの対 称 性 か ら導 か れ る ・ い ま運 動 エ ネ ル ギ ーの 項 を κ
、.,変 調 ポ
テ ン シ ャル の項 を位 相 φ 依 存 性 を考 慮 に入 れ て ㌦(φ)と 表 わす こ とにす る と,
(2.1)式 は
H。(φ)=K、)P+v、P(φ) (2.8)
の よ う に書 き直 す こ とが で きる.こ こで ㌦(φ)=Σ1n>脈 φ)〈nlであ り,ま た平
行 移動 演 算 子U=Σln+1>〈nlに よってK,,p-一(U+U-,)と 表 わ され る.ハ ミ
ハ







と定 義 す る,こ れ らは,12=1お よ びノ2=1を 満 たす.1は 実 空 間 で の反 転 を
表 わ す演 算 子 で あ るが,運 動 エ ネ ルギ ー の項 は1'鴇 ノ=K。pの よ うに この 変換
にお い て 不 変 で あ る.ま た 変 調 ポ テ ンシ ャル 鮪(φ)=2Vsin(2π(lltO+φ))が 関係
式 ヒ,、(φ)=-V、(一 φ)を 満 た す こ とか ら,変 調 ポ テ ンシ ャル の項 は演 算子1に よっ
て1"lv。p(φ)1=一 ㌦(一 φ)と 変 換 され る・ 一 方,演 算 子 ノに よる 変換 を調べ て み
る と,運 動 エ ネ ル ギ ーの 項 は ノー1K,,,」=-K,,,と 変換 され,変 調 ポ テ ンシ ャル
の 項 は 」-1㌦(φ)ノ=V。p(φ)の よ うに不 変 で あ る・ 以 上 よ り,ハ ーパ ー モ デ ル の
ハ ミル トニ ア ンはユ ニ タ リー演 算 子C=1ノ に よ っ て
9"1H`,(φ)9=-H。(一 φ) (2.ll)
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と変 換 され る ・ こ こでC2=1を 満 たす.こ れ はハ ミル トニ ア ンが 位相 変 数 φ
に陽 に依 存 す る性 質 であ る・ 特 に φ=0,1/2の と きに は 〃。(一φ)=H。(φ)で あ
るの で エ ネ ル ギ ー スペ ク トル は反 転 対 称 で あ る.し か しなが ら,エ ネ ル ギ ー ス
ペ ク トル は φ に依 存 しない .よ って エ ネル ギ ー ス ペ ク トル は反 転 対 称 中心 をエ
ネル ギ ー 軸(E=0)上 に持 ち,そ の 結 果 バ ン ド構 造 はエ ネ ルギ ー軸 に 関 して
対 称 とな る.
(c)ミ ニバ ン ド構 造(特 にv<1の 場 合)
変 調 ポ テ ン シ ャルの振 幅Vが0の と きには,系 は周 期 系 と な りエ ネル ギ ー ス
ペ ク トル は一 つ の バ ン ドとな る.こ こ に変 調 ポ テ ン シャル 陸 が加 わ る と,バ
ン ド幅 は広 が り,同 時 に そ の 周 期 が 格 子 と非 整 合 で あ るた め に無 限個 の バ ン ド
ギ ャ ップが 生 じる.各 ギ ャ ップの 大 き さはvが 小 さ くな るほ ど小 さ くな る.特
に,V<1(fatfractal)の と きに はギ ャ ップ を大 きさの順 に番 号 付 け した場 合
有 限 個 の ギ ャ ップの み が 有効 な大 きさ を も ち,残 りは 番号 と共 に 指 数 関 数 的 に
減 少 す る.し たが っ て,系 はそ れ らに隔 て られ た有 限 個 の ミニバ ン ドか ら成 る
と見 る こ とが で きる22).こ の よ うな ミニ バ ン ドは実効 的 ミニバ ン ドと呼 ば れ る.
こ こで,あ る ミニバ ン ドに属 す る状 態 数 の全 状 態 数 に対 す る割 合 をそ の ミニバ
ン ドの 重 率 と呼 ぶ こ とにす る.こ の と き,重 率 ξ は二 つ の 整数'～,'π を用 い
て ξ=π 一配ω と書 け る.こ れ は,ス ペ ク トル に現 れ る全 て の ギ ャ ップに対 し
て積 分状 態 密 度 が 二 つ の 整 数k,1を 用 い てk-1ω と表 され る とい うgaplabelling
定 理23)に よ っ て示 され る.こ こで,[n,m]を ミニ バ ン ドの指 数 と呼 ぶ.重 率 が
o<ξ<1を 満 たす こ とか らrnはoで な く,ln/m1は ω の有 理 近 似 に なっ て い
る.nとmは 同 じ符 号 を持 ち,そ れ はln/ml一 ω の 符号 に等 しい.tl/〃'は ω
の 最 良 有 理 近 似 と仮 定 す る こ とが で きる.も しそ うで なけ れ ば そ の ミニバ ン ド
は さ らに小 さな ミニバ ン ドに分 割 す る こ とが で き るか らで あ る.
重 率 ξ の ミニバ ン ドの状 態 で 張 られ る部 分 空 間 の 正 規 直 交完 全 系 と して局 在
状 態 の 基 底 が とれ る な ら ば 各局 在 状 態(結 晶 の 場 合 の ワニ エ状 態 に相 当 す る状
態)は 密 度 ξ で 空 間 分布 す る,こ の 密 度 は 格 子 定 数1/ξ の周 期 格 子 の ワニ エ状
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態 の 密 度 と同 じで あ る.以 下,〆 ←a/ξ=1/ξ)を そ の ミニ バ ン ドの 実 効 格 子 定
数 と呼 ぶ こ とにす る.
Fig・2・7に ω=ω(,=(布 一1)/2,す な わ ち 黄 金 比 の 場 合 の ミニ バ ン ド構 造 を
模 式 的 に 示 す.全 体 の バ ン ドは最 も大 きな二 つ の ギ ャ ップ に よっ て三 つ の ミニ
バ ン ドに 分 割 され る.中 央 の ミニ バ ン ドは原 点 につ い て対 称 な ミニバ ン ドで 重
率 は ω3,残 りの 二 つ の ミニ バ ン ドは 互 い に鏡 像 関 係 にあ るバ ン ドで重 率 は ωユ
と な る.こ こで,ω は2ω2+ω3=1な る関 係 を満 たす.そ れぞ れの ミニバ ン ド
は,さ ら に重率 が ω2:げ:ω2の 比 を なす よ うな 三 つ の よ り小 さ な ミニバ ン ドに
分 割 され る,こ の プ ロセ ス が無 限 に続 き系 は階 層 的 な ミニバ ン ド構 造 をつ くる
こ とに な る.先 に述べ た よ うにV<1(fatfractal)の 場 合 に は有 限 個 の ギ ャ ッ
プ を除 い て他 の ギ ャ ップ は無 視 で き る.こ の と き生 じた実 効 的 ミニバ ン ドは一
般 に ω のべ き乗 の 重率 を持 つ が,こ の プ ロ セ ス の規 則 性 か ら分 か る よ うに隣 り
合 う ミニ バ ン ドは必 ず異 な った 重 率 を持 つ.さ ら にそ れ ぞ れの 重 率 の 逆 数 と し
て,実 効 格 子 定 数 が定 義 され る.ω のべ き乗 は(D2=1一 ω,げ=-1+2ω,一
般 的 に はtU".(-1)k(F,一 、・一・toF,)の よ う に ω と1の 整 数1次 結 合 で 書 き下 す こ と
が で き る.こ の 二 つ の整 数 係 数 に よ って 全 て の ミニバ ン ドは指 数 付 け す る こ と
が で き る.こ こ に現 わ れ る整 数 尺 は フ ィボ ナ ッチ 数 と呼 ば れ る もの で,漸 化
式F,.1=F,+F,.1及 び 初期 条件F,,=O,1τ ニ1に よ って定 義 され る.具 体 的 な
数 値 を 示 す と{F,}={o,1,1,2,3,5,8,13_.}で あ り,F,.,/F,は 確 か に ω の 最 良 有
























































Fig.2.7ハ ーパ ーモデルのバ ン ド分岐親則
一一・つのバ ン ドは重率の比が ω2;げ:ω2の 三つのバ ン ドに分裂す る.そ の.三つの
バ ン ドも各々 ω21ω3:ω2の 一三つのバ ン ドに分裂す る.こ の ような規則 に従 って分
裂 したバ ン ドは各々 ω のべ き乗の重率 を持つ.ま た ω のべ き乗 が ω と1の 整
数1次 結合 で表 わ され るため全 てのバ ン ドは2つ の整数で指 数付けす るこ とがで
きる.各 バ ン ドの右側 に重率 と指数 を示 している.
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(d)エ ネル ギ ー スペ ク トル の 自 己相似 性(V=1の 場 合)
前 項 で 述 べ た よ うに,ハ ーパ ーモ デ ルの エ ネル ギ ース ペ ク トル は 階層 的 な ミ
ニ バ ン ド構 造 をつ くる.特 に ω が2次 の無 理 数 の場 合 には,臨 界点V=1の と
ころ で エ ネル ギ ー スペ ク トル は 自己相 似 性 を示 す .Fig.2.8に ω が 黄 金 比 の 場
合 の様子 を示 した.全 体 の エ ネル ギ ーバ ン ドは最 も大 きな二 つの ギ ャ ップに よ っ
て三 つ の ミニバ ン ドに隔 て られ る が,そ の う ち 中 央 の ミニバ ン ド(重 率 ゴ ,
実 効 格 子 定 数1/げ)を 拡 大 す る と全体 の バ ン ドと同 じ構 造 を持 って い る.拡 大
した ミニ バ ン ドの な かの 三 つ の ミニバ ン ドの うち,中 央 の ミニバ ン ドを同様 に
拡 大 す る とや は り も との バ ン ドと同 じ構 造 に な っ てい る.こ の様 に して この 系
の エ ネル ギ ー スペ ク トル は 自己 相 似性 を 示 す.中 央 の ミニ バ ン ドと全 体 の バ ン
ドの バ ン ド幅 の 比 が 数 値計 算 に よっ て0.0728と 求 め られ て い る.し た が って相





Fig.2,8エ ネルギースペ ク トルの 白己相似性
左 が全 体のエ ネル ギーバ ン ドを表わ し,右 はバ ン ド全体の う ち真 ん中の ハ ン ド
を拡 大 した もの,全 く同 じ構 造 とな っているこ とが分かる,相 似比 はバ ン ド幅の
比B'/B=o.0728で ある,
,」18.
(e)波 動 関数の重心 に よるエネル ギーの番号付 けと摂動論(V>1)
ここでの議 論 は本研究 に よって初めて明 らかに された ものであ る.
変調 ポテ ンシャルの振幅Vが 大 きい場合,全 ての波動 関数 は指数関数的 な局
在 を示す.こ の ような局在波動 関数 に対 してはその 重心 を定義 す ることがで き
る・ハ ミル トニア ンの位相依存性 を考慮 にいれ て波動関数の重心 をX 、(φ)と書
くこ とにす る と,位 置演算子 をX,,,=]2 .1n>n〈nlとして
呪(φ)=(男(φ),㌔ 男(φ)) (2、12)
と表 わす こ とが で き る.右 辺 の 括弧 は 内 積 で あ る。 こ こ で,波 動 関 数 を重 心 の
大 き さの川頁,す なわ ちX、(φ)<X、+1(φ)と な る様 に番号 付 け をす る.こ の よ うな
番 号 付 け の 規 則 に 従 った 場 合 の エ ネ ル ギ ー準 位 と波 動 関数 を,ハ ミル トニ ア ン
の位 相 依 存 性 を考慮 に い れ てE ,(φ)及 びY(φ)と 書 くこ とにす る.こ の と き,ハ











を満 た す 整 数 用,η が存 在 す る こ とが言 え る.
一 方
,こ の よ うな番号 付 け の 下 で は,V→ 。。の 極 限 で波 動 関 数 は 各 サ イ トに
局 在 し望(φ)→li>と な る.こ の こ とか ら,二 つ の 整 数 は 各 々 〃～=0,〃=1と 求










が得 られ る.ま た,(2.17)式 及 び(2.18)式 を用 い る と定 義 か ら明 ら か な よ












が 求 め られ る.こ れ らの式 は,す べ て の番 号'に お け る 男(φ),E、(φ),X,(φ)
がY70(φ),E。(φ),Xo(φ)か ら求 め られ る こ とを意 味 して い る.
こ こでエ ネ ル ギ ー準 位 に 関す る(2.24)式 を φ=Oと して整 理 し直 す と
E。('ω)=E、(o) (226)
と書 くこ とが で きる.こ こで,{∫ ωmodll'∈Z}が 区 間[0,1)で 密 で あ る
こ と及 びE。(φ)の 周 期 が1で あ る こ とか ら,'に つ い て十 分 大 きなサ ンプ ル を と
れ ばE。(φ)はE。(1ω)vs.'ωmod1す な わ ちE、(0)vs.'ωmod1に よ って再 現
す る こ とが で きる.E。(φ)の φ 依存 性 は φ=0の と きのエ ネ ル ギ ー 固有 値 の 十
分 大 きな集 合 か ら再現 す る こ とが で きるの で あ る.こ の こ とは位 相 変 数 φ が エ
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ネ ル ギ ー 準位 の 番号 と変換 性 が あ る とい うこ とで あ り,実 際 には φ を変 化 させ
な くと も 君、(φ)の位 相 依 存 性 を見 る こ とが で きる こ とを意味 して い る.こ の よ
うに して再 現 したE,、(φ)をFig2,9に 示 した.大 まか な形 は正 弦 波 で あ り,四











Fig.2.9Vニ4.0の と き の 原 点 に 局 在 す る状 態 の エ ネ ル ギ ー 準 位 の 位 相 依 イ∫↑ノ1二
大 ま か に はIIこ弦 波 で あ り,VLIつ の 大 き な ギ ャ ッ プ が 見 え る.
一 度E
。(φ)が再 現 で きれ ば,あ とは(2.24)式 に従 っ て位 相 を ω ず つ ず ら し
た もの を 無 限個 重 ね る こ とで エ ネ ル ギ ー スペ ク トル を再 現 す る こ とが で きる.
Fig.2.10に は0番 目か ら29番 目 までの 準 位 を重 ね た もの と実 際 の エ ネ ル ギ ー










Fig.2、10V=4.0の ときのエ ネルギースペ ク トルのi{r二相依存性
E。(φ)からE29(の までの30準 位 を重ね合せ た もの と実 際のエ ネルギ ースペ ク ト
ル との対応.実 際 には無限個 の準 位 を重ね合せ るので位棚 衣存性`よな くなる.
実際 のエ ネルギースペ ク トル は無限個の準位 を重 ね合せ る ことに よって得 ら
れ る.各 準位 は位相が効ず つずれて ることを考 えあわせ る と,実 際の エ ネルギー
スペ ク トルが位 相 に依存 しない ことが分かる.







である.こ れ らもエネルギースペ ク トル と同様の 方法で φ=0の 時の値か ら位
相依存性 を再現す る ことが で きるので ある.
Fig.2.llに0番 目の格子点 に局在す る波動 関数の重心の位相 依存性 と対応す
るエ ネルギ ーの位相依存 性 を示 した.エ ネルギーの位相 依存性 にギ ャ ップが生













Fig.2.nv=4.oの ときの波動関数の重心 とエ ネルギーの1、1.相依 存性
ヒの 正弦波的 なグ ラフはエ ネ ルギーの位 相依存性 であ り,ト の直線(1{丿な グラフ
は対応 す る波動 関数 の 重心 の位相 依存性であ る.波 動関 数のET!一.心はほ とん どの位
相 でほ ほ原点 にあるが,エ ネルギ ーがギャ ップ になっている位相では原点 か らず
れている.ま た一一番 大 きなギ ャップの大 きさは跳 び移 り積 分の2倍 の2で あ り,
対応す る波動 関数の重心 は1/2ま たは 一1/2と なっている.
次 に,こ の よ うな構 造 の 物 理 的意 味 を探 る ため に この系 を摂動 論 を使 っ て考
察 す る.変 調 ポ テ ン シ ャル の値 がV>1で あ る この 領 域 で は,(2.8)式 の 第1
項 の κ,やを摂 動 と して扱 うこ とが で きる・ この と き,非 摂 動 系 の ハ ミル トニ ア
ゴ23.
ンは ㌦(φ),波 動 関 数 はli>と な る .非 摂 動 エ ネル ギ ー を βσ')(φ)と書 くと,非
摂 動 系 の シ ュ レー デ ィ ンガー 方程 式 は
v,,(φ)li>ニE,(。)(φ)li> (2.29)
とな り,し たが っ て
Ei(o)(φ)=〈'臨(φ)li>=2Vsin(2π('ω+φ)) (2.30)
と求 め られ る.こ の こ とか ら,エ ネル ギ ー の位 相 依 存性 β、(φ)が お よそ 正弦 波
に なる理 由 が 理 解 で きる.
次 に,E。(⑪)(φ)に ギ ャ ッ プの 生 じる理 由 を考 察 す る.Fig.2,12は,原 点 に局
在 す る状 態 に対 す る非 摂 動 エ ネル ギ ーE⑪(`')(φ)に,両 隣の 格 子 点1と 一1に 局 在
す る状 態 の非 摂 動 エ ネ ル ギ ーEl(o)(φ)及 びE -r(。)(φ)を 重 ね た もの で あ る.
E,(o)(φ)`まE`)(`))(φ)を位 相 方 向 に 一ω だ け,逆 にE -1ω)(φ)は ω だ けず ら した も
の に相 当す る.こ の と き二 つ の ス ペ ク トルが 交 差 す る とこ ろで縮 退 が 起 きるが,
摂 動 に よ っ て縮 退 が 解 け 乗 り換 えが 起 こ っ て ギ ャ ップ が 生 じる.ま た,両 隣 の
格 子 点 に 局 在 す る状 態 の 交 差 に よる不 連 続 点 は ち ょ う ど対 称 な位 置 に 生 じる.









Fig.2,12V>1の と きの エ ネ ル ギ ー 準f、7=の位 相 依 イ∫1性と ギ ャ ッ プ
原 点 に 局 在 す る 状 態 の 非 摂 動 エ ネ ル ギ ーE(,co〕(φ)(太 線 〉 及 び 格 ∫㌧点 ±1に 局 在
す る 状 態 の 非 摂 動 エ ネ ル ギ ーE±1(O)(φ)(細 線).ギ ャ ッ プ の 位 置 を 黒 丸 で 示 し た.
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これ らの ギ ャップの大 きさを調べ た ところ跳 び移 り積分 の2倍 の2と なって
いた.こ れ は縮退 した準 位の摂動 による1次 近似 で期 待 される値 に等 しい.さ
らにこの エ ネルギー準位 の位 相依存性 を よ く見 ると小 さなギャ ップが 沢 山あ る
ことが分 か る.こ れ らは,よ り遠い格子 点 を中心 に局 在す る波 動関数 との相互
作用 に よって生 じた もの である.ω が無理数であ るため にこの不連続点 は無限
個あ るが,非 常 に遠 くの 格子点 に局在す る状 態 との 間の相互作用 は高 次の摂動
とな り実際 には見 えな くなる.
また,エ ネ ルギーの位相依存 性 に四つの大 きなギ ャップが生 じる位相での波
動関数の 重心 は隣の格子 点 との ちょうど中点であ る.こ れは隣 の格子 点 に局在
す る波 動 関数 と一対一 に混 じっているこ とを示 してい る.い ま,原 点 に局 在す
る状態の非摂動波動関数10>と 格子点1に 局在す る状態の非摂動波動 関数Il>と
の相互作 用 を考 えると,摂 動の1次 近似では波 動関数 は(10>+P>)/V7及 び
(lo>一[i>)/歪 とな り,そ の重心 は どち らも1/2で あ る.同 様 な ことは格子 点 一1
に局在す る状態 について も言 える.
この ように波動関数の重心 に よる番号 付け を行 うと,局 在領域 で の理解が非
常 に容 易 になるこ とが本 研 究 に よって明 らか に され た.こ の解析 の方 法は電場
をか けた場合 に も非常 に有効 な ものであ る.
(4)フ ィボ ナ ッチ格 子
ハ ー パー モ デ ル と同様 に よ く研 究 され てい るの が ,フ ィボ ナ ッチ 格子 であ る,
この モ デ ル の変 調 ポ テ ンシ ャル を決 め る関 数 は
ノ(κ)一 国 一ト ーω闘 (2.31)
の よ うに定 義 され る.た だ し 国 は λ を超 え な い最 大 の整 数 を表 わ す.ま た
ω、は前 節 で 述 べ た黄 金 比 で あ る.以 下 で は,ω 、,を単 に ω と書 くこ とにす る.
したが っ て,砿 は
「25一
Vn-v([〃 ω+φ1-[・ICO+φ 一 ω']) (2.32)
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Fig.2,13フ ィボ ナッチ格fの 変調ポテ ンシャル
山の部分の 長 さは黄金比 ω であ り谷の部分の長 さは格 了・定数 と同 じ1で ある.
したが って,こ の変調ポテ ンシャルの周期 は1+ω であ るが これは1/ω に等 しい。
変調 ポテ ンシャルの 山の部分 の長 さは黄金比 ω で あ り谷の部分 の長 さは格
子定 数 と同 じ1で ある.し たが って,こ の変調 ポテ ンシャルの周 期 は1+ω で
あるが これは1/ω に等 しい.こ のモデルが フ ィボナ ッチ格子 と呼ば れるの は各
格子点 の変調 ポテ ンシャルの値 鳳 が取 る値V,0の 並 びが フ ィボナ ッチ列 と呼
ばれ る特殊 な並 びになることに由来 している.












となる.フ ィボナ ッチ列 はデ フ レー シ ョン操作か ら分 かる ように準周 期構造 を
持 ち自己相似性 を示す ことが知 られている.
このモ デル は1次 元準結晶 と も呼 ばれているが ,そ れ は実際の準 結晶の格子
面の並 びが持つ構造が フ ィボナ ッチ列 と類似の構造 を持 っているか らであ る.
また,こ のモ デルがハ ーパーモ デル と大 きく異 なる点 は,変 調 ポテ ン シャル を
決め る関 数が不連続であ るとい うこ とで あ る.こ のた め多 くの点 にお いてハー
パーモデ ル とは異 なった性 質 を示す.以 下では本研究 と関係す る性 質 につ いて
解説す る.
(a)変 調ポ テ ンシャルの構造の位相依存性
フィボナ ッチ格子 の変調 ポテ ンシャルの構造 を,位 相 依存性 に注 目 して まと
めてお く.Fig.2.14は フィボナ ッチ格子の変調 ポテ ンシャル と位 相 φ との関
係 を模式的 に表 わ した もので あ る.変 調 ポテ ンシ ャルの周期 は1で あるので,
位相 φが0か ら1ま で変化す る と元 と全 く同 じ環境 に戻 る.そ の途 中で,各 格
子点 での 変調 ポテ ンシ ャルの値が変 化す るこ とが あ る.図 で変調ポ テ ンシ ャル










































亠Fig.2.14変 調ポテ ンシャルの人れ替え位相 を0か ら1ま で0,2刻 みで変化 させ た ときに,変 調ポテ ンシャルの値 が変化す る様 ∫一を示 した.ポ テ ンシャルの谷 の部分の長 さが1な ので,ポ テン シャル
の値の 変化 は隣 り合 う格 子点 で値 が入れ替わる とい う形でのみ生 じる.
変調 ポテ ンシャルの値が0で あ る範 囲の長 さが格子 定数の1に 等 しいため に,
変調 ポテ ンシャル の値 の変 化 は隣 り合 う二 つの格子点で 同時 に起 こる.そ の規
則 はある格子点'がVか ら0に 変わる ときに格子点i+1が0か らVに 変わ る,
とい うもので それ以外の 場合 はない.こ の ような変調 ポテ ンシャルの 値の並 び
の変化 を変調 ポテ ンシ ャルの フリップ と呼ぶ ことにす る.














Fig.2.15ポ テ ン シ ャ ル の フ リ ッ プ が 起 こ る 条 件
位 相 φ で 格f点1で の 変 調 ポ テ ン シ ャ ル の 値 がVか ら0に 変 化 す る と き の 模 式
図 ・ 条 件 式'+φ/ω=ノ/ω+ω か ら φ=ノ+1-(1+1)ω が 求 め ら れ る,
任 意 の 格 子 点'で 変調 ポ テ ンシ ャル の値 がVか ら0に 変 わ るの は,Fig .2,15
よ り ノ を整 数 と して条 件 式'+φ/ω=ノ/ω+ω を満 たす 時 で あ る ,こ れか ら,
φ=ノ+1-(1+り ω と求 め られ る.す なわ ち,位 相 φが 二 つの 整 数ll,川 を用 い
て φニn--nztoと 表 わ され る時 に 変調 ポ テ ンシ ャル が フ リ ップす る.
(b)Conwayの 定 理 とその 精 密 化
フ ィボ ナ ッチ列 の構 造 上 の 特 徴 と してConwayの 定 理25}があ る .こ の 定 理 は
"フ ィボ ナ
ッチ列 上 の 任 意 の 局 所 構 造 に 着 目す る と,そ の 中心 か らそ の 局所 構
造 の サ イ ズの 高 々2倍 程 度 の 距 離 の とこ ろ に同 じ局所 構 造 が存 在 す る."と い
う もの で あ る.こ こで,局 所 構 造 とは フ ィボ ナ ッチ列 上 の 有 限 の 長 さ の パ ター
ンを差 す.
本研 究 で は 後 の 議論 の ため に この 定 理 を精密 化 した.こ の精 密 化 も本研 究の
一 つ の成 果 で あ る
.精 密 化 され たConwayの 定 理 は 次 の 三 つ で あ る.
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1.サ イズdを 決 め た と き,そ の サ イズの 局 所 構 造 で 互 い に異 な る
もの はd+1個 しか な い.
2.任 意 の 局 所 構 造 を一 つ とっ た時 に,そ の 局所 構 造 は 二 つ の 隣 り
合 う フ ィボ ナ ッチ数 の 間 隔 で並 び,そ れ ら二 つ の間隔 の並 びは フ ィ
ボ ナ ッチ列 をなす.
3・ あ る局 所 構 造 が 二 つ の 間隔F,,Fk +、で並 ぶ と き,そ の局 所 構 造
の 密 度 は ω矧 とな る.
こ こで,2の 様 な並 び を フ ィ ボ ナ ッチ 配 列 と呼 ぶ こ とにす る .ま た,3の 局
所 構 造 の 密 度 とは格 子 点 数 に対 す る局所 構造 の 数 の割 合 の こ とで あ る.3は2
か らの帰 結 と して 得 られ る.
これ らの 精密 化 され たConwayの 定 理 を フ ィボ ナ ッチ格 子 上 の ポ テ ン シ ャル
並 びの場 合 を例 に して説 明す る.1は 例 え ばd=3の 場 合,フ ィボ ナ ッチ 格 子
上 に存 在 す るサ イズ3の 局 所 構 造 はOVO,00V,VOO,VOVの4種 類 しか な い
とい う こ とで あ る.ま た2に つ い て は00Vと い う局 所 構 造 に着 目 した場 合 を例
と してFig.2.16に 示 した.00Vと い う局 所 構 造 は3と5と い う二 つ の 隣 り合 っ
た フ ィボ ナ ッチ 数 の 間隔 を持 っ て並 び,3と5の 並 び は53553535._と い うよ う
に フ ィボ ナ ッチ 列 をな してい る こ とが 分か る.3は00Vと い う局所 構 造 の 密 度
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Fig.2.16C〔mwayの 定 理 の 精 密=化
⑲
00Vと い う局所構造 は間隔5と3の フ ィボナ ッチ 配列 をな している.ま たその
密 度 は ω『で あ る.
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(c)電 子 状 態
フ ィボ ナ ッチ格 子 の波 動 関 数 はV=0(周 期 系)で ない 限 り全 て の状 態 が局
在 性 に関 して臨 界 的 で あ る.す な わ ちハ ーパ ー モ デ ル とは異 な り有 限 の レ で は
局 在 一非 局 在 転 移 は起 こ ら ない.ま た,こ れ に伴 って エ ネルギ ー スペ ク トル は
全 て の領 域 でpurefractalと な り,自 己相 似 性 を示 す ユ6}.Fig.2.17に フ ィボ ナ ッ


















Fig.2.17フ ィボ ナ ッチ 格 子 の エ ネ ル ギ ー ス ベ ク トル と 波 動 関 数
V=5.0の 場 合 の エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル(il)と 基 底 状 態 の 波 動 関 数(ド)
ゴ31.
このモデ ルに関す る研究は,現 実の準 結晶 と直接 結 びつ くとい う点 でハーパ ー
モ デルよ りも興味深い様 に思 われ る.ま た,序 論 で述 べ た ような準周 期超格子
として実際 に作製可能であ るこ とか ら も注 目されている.
2-2一 様 電 場 下 の モ デ ル
(1)周 期 系 の シ ュ タル クラ ダ ー
本研 究 の モ デ ル を定義 す る 前 に 周 期系 に一 様 電 場 をか け た場 合 に つ い て ま と
め て お く3)27).考 え る系 の ハ ミル トニ ア ンHpは
Hニ κ+F
`,ρρ θρ (2.33)





の よ うに書 け る.Fは1格 子 分 の バ イア ス ポ テ ン シ ャルの 差 で,電 場 の強 さを
表 わす が 以 下 で は しば しばFを 電 場 と呼 ぶ.こ の節 で は格 子 定 数 を`1と す る.
この 系 の性 質 はハ ミル トニ ア ンに含 まれ る二 つ の項 κ
,と 馬 との競 合 で決
ま る.バ イアス ポテ ン シ ャル の 差 が 電 場 が な い場 合 のバ ン ド幅 β に等 しい よ う
な2点 間 の 距 離Lを 導 入 す る とL=(B/F)`1で 与 え られ,こ の 長 さは波 動 関 数 の
局 在 長 に な っ て い る こ とが 知 られ てい る,
次 に電 場 が 弱 い場 合(F<<B又 は ム〉〉(1)と 強 い場 合(F≧B又 はL≦a
)に 分 け て物 理 的描 像 を解 説 す る.
(a)電 場 が弱 い場合(準 古典 的)
電場 はバ ン ド間遷移 を起 こす ほ ど強 くはな く,ま た位置 とともに緩やか に変
」32.
化 す る と仮 定 す る.こ の と き,電 子 の 運 動 は 有効 ハ ミル トニ ア ンに よ って記 述
され る6).こ の よ うな 場 合 に,Fig。2.18に 示 す よ う な 電 場 に よ っ て傾 い たバ ン
ド描 像 が 可 能 とな る.エ ネ ル ギ ー一 定 の 古典 的 な電 子 は この傾 い たバ ン ド内で
往 復 運 動 をす る(Bloch振 動).
、F=0
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竃場 に よってバ ン ドは傾 き,全 ての状態 は局在す る.準 位 問隔 はFで あ る.
あ る状態 が この系の固有状 態 であ るとす る.こ の固有状態 を1格 子 だけ平行
移動 した状 態 もや は り固有状 態であ り,エ ネルギー固有値 は電場 の強 さFだ け
異 なるこ とが言 える.こ の こ とは,1格 子定数分の平行移動演 算子Uを 用 いて




と変換 され る こ とか ら分 か る.そ の結 果 系 の エ ネ ル ギ ー スペ ク トル はE
,=iF
とな り・ 等 間 隔 の シ ュ タ ル ク ラ ダー とな る.ま た,波 動 関 数 は全 て 同 じ形 で格
子 間 隔1で 並 ん で い る.
格 子 点 η で の波 動 関 数 の振 幅 を レ、 と し,シ ュ レー デ ィ ンガー 方 程 式 を波動
関 数の 振 幅 に関 して書 き下 す と
一(!P'tb
卜1+レ 。.1)+'1Fレ,1=EΨtn (2.36)
とな る・ エ ネ ル ギ ー 固有 値 弓=iFを 代 入 して整 理 す る と
1iC・・-1+鴨1=2舞 孟1)!P・・(2・37)
と な るが,こ れ はBesse1関 数 の 漸化 式 と同 じ形 で あ る.し たが っ て,エ ネ ル ギ ー
固 有値iFの 波 動 関 数 の格 子 点nで の振 幅 はBessel関 数 ノ
m(κ)を 用 い て
v,1(')=」 。.,(L/2の (2.38)
と表 わ す こ とが で きる.
(b)電 場 が強 い場 合(量 子 的)
電 場 が強 い場 合に は運 動エ ネ ル ギー を摂 動 とす る摂 動論 に よって 理 解 で きる.







で与 えられ る.摂 動 に よる1次 の補正 まで考慮 に入れ る と波動 関数は
男 一li>+券(1'+1>-li-1>)
と な る.一 般 にrl次 の 補 正,す な わ ち1'+〃 〉の 係 数 は
(2.4D
(E、-E,.1)(貳 鋸 翫)ニ ÷げ γ(2・42)
の オー ダー と な り,波 動 関 数の す そ が 距離 と共 に急激 に減 衰 す る こ とが 分か る.
一方 エ ネル ギ ー準 位 は η次 の 補 正 まで 考慮 に 入 れ て も変 わ らな い
.こ れ は,,王
次 の 補 正 がli+n>とli-n>か らの もの で 両 者 の 寄 与 が 互 い に打 ち消 し合 う こ と
に よ る.
(2)一 様電場 下の非周期系一研 究の 目的一
非周期 系(準 周期系及 びラ ン ダム系)に 一様電 場 を加 えた系につ いて ここで
ま とめ てお く.こ れ まで の研 究で は,主 に1次 元あ るい は電場 のかか った方向
のみ を考 える擬1次 元の 問題 で ある.非 周期系は周期 系 に変調 ポテ ン シャルを
加 えた系 として与 え られるので,系 のハ ミル トニ ア ンは
Hn。 。.广 κ 。P+罵.。d+Ev, (2.43)
と表 わ され る.S・1,,,,,、=Σ
.1η泌 くnlは 変調 ポ テ ンシ ャル を表 わす 演 算 子 で あ り,
準 周 期 系 の場 合 は 前述 の定 義 で は 罵,齪、=㌦(φ)で あ り,珂 、が η に関 して準 周 期
的 にな っ て い る.一 方 ラ ン ダム 系 の場 合 の 珂、は ラ ン ダム な並 びで あ る.
この よ う な モ デ ル を使 った研 究 で これ まで に分 か っ て い るこ とは 序 論 で述 べ
た とお りで あ る.少 し詳 し く述 べ る と,
1.す べ て の 状 態 は ワニ エ シュ タル ク局 在 を示 し,そ の 局 在 長 は 周
:35.
期 系 の場 合 と同様(B/F)(1程 度 で あ る.
2・ 工 不 ル ギ ー スペ ク トル は離 散 的 と な り,平 均 間 隔Fの 非 一 様 な
シュ タル ク ラ ダー と な る.
である且7)18).
これ らの結果 は次の よ うな簡単 な考察 によって理解で きる.
最初 に述 べ た ように非 周期 系 は周期系 に変調 ポ テ ンシャル を加 え た系 と して
与 え られ る.変 調ポテ ン シャル はワニエ表示で対 角的 であるの で,波 動関 数を
各格子点 に局在 させ る傾 向が あ る.一 様 電場下の周期 系 で波動関数が 局在す る
ため,系 に局在傾 向 を強 める変調 ポテ ン シャルが加 わ って も波動 関数 が局在す
る ことは容易 に理解 で きる.
い ま・局在波動 関数の局在 中心 を κ
、とす る とエ ネルギー準位 β はお よそ
蝋 ÷〕 (2.44)
で与え られ る.そ の誤差 が電場 が ない場 合のバ ン ド幅 β程度で ある ことか ら局
在 長は(B/F)a程 度 である ことが理解 で きる.
一方 ,エ ネルギースペ ク トルの平均 間隔がFと なる ことは次の よ うに考 えれ
ば明 らかで ある,系 のサ イズが!Vで ある場合両端 に局在す る波動 関数の局在 中
心 間の距離 はお よそ!>aで 与 え られるため,そ れ らの状態のエ ネルギ ー差 はお
よそNFと なる.そ の間 にN個 の状態が存在す るこ とを考 えれば,平 均 間隔が
Fと なるこ とが理解で きる.
最後 に,エ ネルギー準位の非 一様性 は変調ポテ ンシャル を摂動 と して扱 う摂
動論の範囲で次の ように理解で きる.
非摂動系 を一様 電場下の周期 系 とす る と'番 目の非 摂動エ ネルギーEi{o)は
E,(o)ニiF (2.45)
一'36一
で与 え られる・実際のエ ネルギー準位 賜 か らの シフ トを4と 書 くと
A,=E,-il[7 (2.46)
と表 わ される・非摂動系 の'番 目の準位の波動 関数 を 望㈹ と書 くことにす ると
A、は摂動 によるエ ネルギーの1次 補 正 と して
4=(望({'),1'lnodYjl(`')) (2.47)
で与 え られ る.非 摂動系 の波動関数(周 期系の ワニエ シュ タル ク局 在 状態)は
エ ネルギーの番号'と 共 に平均 で1格 子ずつ右 にずれてい くが
,変 調 ポテ ンシャ
ルの並びが非一様 なので シフ ト ム、も非一様 となるこ とが分 かる.
以上 の考察 で分 かる ように これ までの研究 は変 調 ポテ ンシ ャルの 非 一様性 か
ら導 き出 され る結論 であって,準 周期系 とラ ンダム系 を区別する結果で はない.
また,周 期系 やラ ンダム系 とは異 な る準 周期系特有の性 質 を反 映 した結果 は何
一一つ得 られ ていない.
本研究の 目的 を ここで改め て述べ る と
1.準 周期 系 に一様電場 をかけ た系での電子状態 を調べ る.
2.一 様 電 場下 において ラ ンダ ム系 と準周 期系 との違 い を明 らかに
する.
3.準 周期 系 の持 つ秩序 構造 が シュ タル クラ ダー に与 え る影響 を明
らか にす る.
とい うこ とで あ る.
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第3章 数値計算
ここで は,は じめに本研 究で 行 った具体的 な計 算方法 について述 べ る.次 に
計算結果 につ いて準周期 系一般 に成 り立 つ性 質 を まとめ,そ の物理的 意味 を考
察す る.そ の後,ハ ーパ ーモデル,フ ィボナ ッチ格子 それぞれ にお ける計算の
結果 とその物 理的 な意味 についての解釈 を行 う.
3-1計 算方 法
(D一 様電場 下の準周期系(本 研 究のモデル)
1次 元準周 期系(ハ ーパ ーモ デル とフ ィボナ ッチ格子)に 一様電 場 をか けた






と書 け る ・ 各 格 子 点 に お け る ポ テ ンシ ャル の値V
.+nFの 決定 の され方 をハ ー
パ ← モ デ ル と フ ィボ ナ ッチ 格 子 の そ れ ぞ れの 場 合 に つ い てFig
,3.1に 示 す.以
下 の本 研 究 にお け る計 算 で は跳 び移 り積 分'と 格 子 定 数`,を そ れ ぞ れエ ネル ギ ー





Fig.3.1-j様 電 場 卜'の準ll丘」期 系 の ポ テ ン シ ヤ ル
(a)一 様 電 場 下 の ハ ー パ ー モ デ ル の ポ テ ン シ ャ ル.(b)1[i亅 フ ィボ ナ ッ チ 格r一 の ポ
テ ン シ ャ ル.破 線 は 電 場 に よ る バ イ ア ス ポ テ ン シ ャ ル で あ る.
(2)計 算の条件
この ような二つのモデルを使 い,二 つのパ ラメー タVとFの い くつ かの組み
合わせ につ いて数値計算 を行 った。1000個 の格子点 を含む有限サ イズの系 を用
いて,(3.1)式 で表わ されるハ ミル トニア ンを数値 的 に対 角化 し,エ ネルギー
固有値 と対応 す る固有関数 を求め た.但 しハーパ ーモデル については ω=ω,,
(黄金比)の 場合 につい てのみ計算 した.境 界条 件 と しては固定端条 件 を採用
し,端 の影響 の ないデー タのみ を扱 うことに よって仮想的 に無限系 と考 えた.
系の両端 に近 い ところでの波 動関数の振 幅が大 きい ものが,端 の影響 を受 け
ていると考 え られる.前 章で述べ たよ うに波動 関数の局在長はB/F(Bは 電場
をか けない ときのバ ン ド幅,Fは 電場の大 きさ)程 度 かあるいはそ れ以下であ
一'39一
る.し たが って,求 め られ た固有値の うち両端 か らこの局在長の3倍 程度の距
離内の格子 点上 に波動 関 数の重心のあ る ものを,端 の 影響 を受け たデ ー タとし
て除外 して議論 した.
3-2計 算結果 と考察
(D準 周 期 系 の シュ タル ク ラ ダ ー28)
は じめ に,本 研 究 で 取 り上 げ た二 つ の モ デ ル(ハ ーパ ー モ デ ル と フ ィボ ナ ッ
チ格 子)に 共 通 す る解析 の 方 法 につ い て 述 べ る .そ の 結 果 得 られ た性 質 は準 周
期 系 一般 につ い て 成 り立 つ もの で あ る.
(a)エ ネルギー準位 の平均間隔 と変調関数
数値 的に得 られたエネルギー準位 を大 きさの川頁に番号付け した もの をEと
`
置 く.V=O.4,F=0.05の 場 合 の ハ ー パ ー モ デ ル の 場 合 の エ ネ ル ギ ー 準 位 を番















Fig.3.2・ 様 電 場 ドの 準 周 期 系 の エ ネ ル ギ ー 準 位
{列・ ハ ー バ ー 手 デ ル(V=O・4・F=O・05)の 上船 ・ こ の 精 度 で は 直 線1畷 化 を
示 してお り,勾 配か ら平均 間隔が電場の強 さFニO.O.Sと なっていることが分か る.
二40.
この 図 の 精 度 の 範 囲 内 で は エ ネ ルギ ー準 位 は 直 線 的 変化 を示 して い る こ とが
分 か る.直 線 の 勾 配 か ら,エ ネル ギ ー準 位 の平均 間隔 が 電 場 の 強 さFと な って
い る こ とが 確認 で きる.こ こで,両 端 で 直 線 か らはず れ て い る部 分 が 見 られ る
が これ は 端 の影 響 の現 わ れ で あ り,こ の グラ フか ら も端 の 影 響 を見 積 もる こ と
が で きる.ハ ー パ ー モ デ ル と フ ィボ ナ ッ チ格 子 につ い て,い くつ か の パ ラ メ タ
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Fig.3.3-一 様 電 場 下 の 準 周 期 系 の エ ネ ル ギ ー 準 位(い くつ か の パ ラ メ タ)
定 性 的 性 質 は モ デ ル,パ ラ メ タ に よ る 大 き な 違 い は な い.'1'i均 準 位 問Fl苒はFで
あ る こ と が 分 か る.
ハ ー パ ー モ デ ル:(a)V=1 .0,(b)V=2.0,そ れ ぞ れF=O.05.
フ ィ ボ ナ ッ チ 格 ∫一:(c)FニLO,(d)F=O.2.そ れ ぞ れV=1.0.
コ
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ハ ー パ ー モ デ ルの 場 合 も フ ィボ ナ ッチ 格子 の場 合 も先 に述 べ た よ うな傾 向 を
示 し,大 き な違 い は見 られ な い.
こ の工 不 ル ギ ー スペ ク トル は 前 章 で 述 べ た とお り非 一 様 シュ タル ク ラ ダー と
な る.し たが っ て,周 期 系 の シ ュ タル ク ラ ダーE




に よ っ て 定 義 さ れ る ・V=0 ・4・F=0・05の ハ ー パ ー モ デ ル の 場 合 の シ フ ト ム
、を












Fig.3,4周 期 系 の シ ュ タル ク ラ ダ ー か らの シ フ ト
V=0.4,F=1.0の パ ー一パ ー モ デ ル の 場 合,エ ネ ル ギ ー の 番 り'に対 して シ フ トA
'
をプロ ッ トした,端 の影響 が よ り分か りやす くな ってい る.
この図か らも固定端条件 による端の影響 を見積 もることがで きる.シ フ ト ム
置
は有界な関数であ ると予想 され,し たが って ム、 が極 端 に大 きいデ ー タは端 の
一'43.
影 響 を受 け て い る と考 え られ る.
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Fig.3.5周 期 系 の シ ュ タル ク ラ ダ ー か ら の シ フ ト(拡 大 図)
Fig.3.4の ・部('が200か ら800ま で)を 拡 大 し た も の.冠 場F=0、05の5割
程 度 の 揺 ら ぎ が 上 下 に あ る.
この 図 の パ ラメ タで は周 期 系 の シ ュ タル クラ ダ ーか らの シ フ トは 上 下 に電場
の 強 さの5割 程 度 の揺 ら ぎが あ る こ とが 分 か る.
次 にFig.3.6に モ デ ル,パ ラ メ タ を変 え た場 合 の シ フ ト ム、を示 した.こ の 図
か ら分 か る こ とは,ハ ーパ ーモ デ ル と フ ィボ ナ ッチ格 子 で は傾 向 が 非 常 に異 な っ
て い る とい う こ とで あ る.ハ ーパ ー モ デ ルの 場 合 は シ フ トの 分 布 が 連 続 的 で あ
るの に対 し,フ ィボ ナ ッ チ格 子 の場 合 に は不 連 続 でバ ン ド構 造 の よ う な もの が
見 え る.ま た,同 じモ デ ル で もパ ラ メ タ の違 い に よっ て様 子 が 異 な っ て い る こ
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Fig.3.6周 期 系 の シ ュ タ ル ク ラ ダ ー か ら の シ フ ト(い くつ か の パ ラ メ タ)
モ デ ル,パ ラ メ タ に よ っ て 非 常 に 異 な っ た 振 る 舞 い を して い る
.特 に,ハ ー パ ー
モ デ ル と フ ィボ ナ ッ チ 格r一 で は 傾 向 が 著 し く 異 な る .
ハ ー パ ー モ デ ル:(a}V=1 .0,(b)V=2.0.そ れ ぞ れF=005.
フ ィ ボ ナ ッ チ 格 了・:(c)F=1 .0,(d)F=O.2.そ れ ぞ れV=IO.
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前 章 で 考 察 した よ う に,シ フ ト ム、 は その 準 位 の波 動 関数 の 局 在 領 域 で の 変
調 ポ テ ン シ ャルの 値 に影 響 を受 け て い る と考 え られ る.波 動 関 数 はエ ネ ルギ ー
準位 の番 号'と と もに平 均 的 に は1格 子 ず つ 右 にず れ るが,変 調 ポ テ ンシ ャル
は周 期1/ω で あ る.し たが っ て,シ フ トA 、は番 号 ∫に関 して周 期1/ω の 変調
を受 け て い る と期 待 され る.も しシ フ ト ム、 が この よ うな変調 を受 け てい る と
す れ ば,周 期1の 周 期 関 数9(κ)を 用 い て
4=9('ω) (3.2)
と表 され る.9(x)は 準位 間隔の平均 か らの シフ トの変調 を表わす関 数であるが
以下では単 に変調関数 と呼 ぶ ことにす る.
こ こ で,{'ωInodlli∈Z}が 区 間[0 ,1)で 密 で あ る こ と及 び9(め の 周
期 が1で あ る こ とか ら,'に つ い て 十 分 多 くの デ ー タ を と れ ば 変 調 関 数9(x)は
9('ω)vs.'ωInodl,す な わ ち △,vs.'ωInodlに よ っ て 再 現 す る こ とが で き
る.V=0.4,F=0.05の ハ ー パ ー モ デ ル の 場 合 に 実 際 に 計 算 し た ム
、の 値 か ら変







Fig,3.7準 位 間 隔 の'ド均 か ら の シ フ トの 変 調 を 表 わ す 変 調 関 数g(.v)
Alvs.'ωrpodlに よ っ て 再 現 した 結 果,・ つ の 明 確 な 関 数 が 浮 きi=が っ た.
ハ ー パ ー モ デ ル:V=O.4,Fニ0.05の 場 合.
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デ ー タ数 は600個 程 と って い るの で 区 間[0,1)で 十 分 密 で あ り,確 か に1
つ の 関 数 が 再 現 され て い る こ とが分 か る.同 様 に して モ デ ル,パ ラ メ タを変 え



































Fjg.3..8い ろ い ろ な 変 調 関 数8ω
Aivs,fωmodlに よ っ てit∫5Eし た 結 果,や は り 一・つ の 明 確 な 関 数 が 浮 き ヒが っ
て い る.
ハ ー パ ー モ デ ル1(a)γ=1 .0,(b)レ=2,0.そ れ ぞ れ 」F=O,05.
フ ィボ ナ ッ チ 格 子:(c>F=1.O,(d)F=0.2.そ れ ぞ れV=1.0.
ハ ー パ ー モ デ ル の 場 合 は 連 続 な 関 数 で あ り,フ ィ ボ ナ ッ チ 格f'の 場 合 は 区 分 的
定 数 関 数 と な っ て い る.ま た,パ ラ メ タに よ っ て も 複 雑 に 変 化 す る.
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この よ う に変 調 関 数9(x)が 明 確 に定 義 で きる とい う こ とは各準 位 が 変 調 関
数9(x)に 従 う準 周期 的 変調 を受 け て い る こ とに ほか な らない.し か も,そ の 周
期 は 変調 ポ テ ン シ ャル の周 期 と等 し く1/ω で あ る.こ こで の 解析 の 結 果,非 一
様 シ ュ タ ル ク ラ ダー は準 周 期 系 の場 合 に は,準 周 期 的 シュ タル ク ラ ダ ーで あ る
こ とが結 論 で き る.ラ ン ダム系 で は この よ うな変 調 関 数9(め を定義 す る こ とが
で き ないの で,変 調 関 数9(x)は ラ ン ダム系 と準 周 期 系 との 区 別 を明 確 にす る も
の で あ る.
(b)2次 元 ワニエ シュタル クラダー(2DWSL)
エネルギー準位 を適 当な規則 に従 って(例 えば大 きさの順 に)番 号付け し,
ハ ミル トニ ア ンの位相依存性 を考慮 にいれて位相 φの関数 としてE ,(φ)と書 く
ことにす る.こ れに対応 す る規格化 され た固有関 数を,同 様 に位相 依存性 を考
慮 に入れて 男(φ)と書 くことにする とシュ レーデ ィンガー方程式 は
H(φ)男(φ)=E,(φ)Y{,(φ) (3.3)
とな る.エ ネル ギ ース ペ ク トル σ はエ ネル ギ ー準 位 β(φ)全 体 の集 合 で あ るが,
電 場 が な い場 合 と異 な っ て位 相 φ に依 存 す る.そ こで φ 依存 性 を σ(φ)と 明 示
的 に表 わせ ば,エ ネ ル ギ ー スペ ク トル は σ(φ)={E,(φ)li∈z}と 書 くこ とが で き
る.σ(φ)は φvs.E平 面 上 で2次 元 のパ ター ンを描 くので,こ れ を2次 元 ワニ
エ シュ タル クラ ダー(以 下2DWSL)と 呼 ぶ こ とにす る.本 研 究 で 取 り上 げ た
二 つ のモ デ ル の2DWSLを い くつ かの パ ラ メ ー タに対 して示 した もの が
Fig.3.9で あ る.(aXb)(c)は ハ ー パ ー モ デ ルの 場 合,(d)(e)は フ ィボ ナ ッチ 格 子
の 場 合 の2DWSLで あ る.2DWSLは ハ ー パ ーモ デ ル と フ ィボ ナ ッチ 格 子 で は非
常 に異 な った 振 る舞 い を す る.ま た,各 々の モ デ ル に お い て もパ ラ メ ー タの 変



































































Fig.3.,92次 元 ワ ニ エ シ ュ タ ル ク ラ ダ ー(2DwsL)
エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル は φvs .E平 面 ヒで2次 元 の パ タ ー ン を描 く.こ こ で も
ハ ー パ ー モ デ ル と フ ィボ ナ ッ チ 格 子 と で 非 常 に 異 な る 性 質 が あ る こ とが 分 か る .
ハ ー パ ー モ デ ル:(a)V=O.4,(b)yニLO,(c)V=2 .0.そ れ ぞ れF=α05.
フ ィボ ナ ッチ 格r-:(d)F=1,0,(e)Fニ0.2.そ れ ぞ れV=LO.
2DWSLは 横 軸 φ を固 定 してエ ネ ルギ ー準位 を見 る と非 一様WSLと な る.
また,番 号iを 固定 して一 つ の 準 位 を追 うこ とで得 られ る関 数E,(φ)は,1次

























Fig.3.102DWSLと 準 周 期 的 シ ュ タ ル ク ラ ダ ー
2DWSLを 位 相 φaで 切 っ た 断 面 が 準 周 期 的 シ ュ タ ル ク ラ ダ ー と な る 。
(c)ハ ミル トニ ア ンの解 析 的 性 質
この様 な複 雑 な振 る舞 い をす る2DWSLの 構 造 を解 明す る ため に,ハ ミル ト
ニ ア ンの解 析 的 性 質 を考 察 す る.
(3.1)式 で 与 え られ る系 の ハ ミル トニ ア ンに 含 まれ る変調 ポ テ ン シ ャル は φ
に関 して 周 期 が1で あ る.し た が っ て,ハ ミル トニ ア ン も同様 に φ に 関 して周
期 が1で あ る.す な わ ち
H(φ+1)=H(φ) (3.4)
である.こ れは電場 が加わる前のハ ミル トニア ンの性 質(2.3)式 と同 じである.
一方
,系 を1格 子定 数だけ平行 移動す る と全 ての状態 は電場の強 さFだ け底
あげ され,さ らに変調 ポテ ンシャルの位相が ω だけず れる.こ の よ うな位相依
存性 は周 期系 と準周期 系 との大 きな違 いで あ り,非 常 に重要 な性 質で ある.こ
の ことは,1格 子 定数だけの平行 移動 を表 わす1寅算刊=Σ 。レ用 〉〈'・1を用 いて
一'54.
ハ ミル トニ ア ンが
u-IH(φ)u=H(φ+ω)+F (3.5)
の よ うに変 換 され る こ と に よ り示 され る.(2.4)式 と比 べ る とこ ち らの 関係 式
に は電場 の 寄与 が 入 って い る.二 つの 変換(3.4)式 と(3,5)式 か らエ ネル ギー





が結 論 され る.2番 目の 関 係 式 はエ ネ ル ギー ス ペ ク トル が ハ ミル トニ ア ンの ユ
ニ タ リ変 換 で不 変 で あ る こ とを考 慮 す る こ とに よ っ て 導 か れ る.し た が って,
2DWSLは2次 元 の周 期 性 を持 ちそ の周 期 を示 す 二 つ の基 本並 進 ベ ク トル は,
t1=(1,0),t2=(一 ω,F)で あ る.Fig.3.llに ハ ーパ ー モ デ ルのFニo、05,v=










Fig.3,112DWSLの2次 元 周 期 性 と 基4Sli[titi:ベ ク トル
2DWSLは2次 元 の 周 期 性 を 持 つ.そ の 周 期 性 を示 す1つ の の 基 本 並 進 ベ ク トル
はtl=(1,0),t2=(一 ω,F)で あ る.
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また,各 準 位4(φ)を エ ネ ル ギ ーの 大 きさの順 に番号 付 け る な らば
,(3.6)






を満 たす 整 数m・nが 存 在 す る こ とが 言 え る.さ ら に,V=0の 極 限(周 期 系)
でEi=iFと な る こ と との整 合性 か らtrl=0 ,〃=1が 得 られ る.し たが っ て,






こ こで,一 様電 場 下 の波 動 関 数 は全て局 在 して い る の で波動 関 数 の重 心
X ,(φ)を 定義 す ることがで きる.エ ネルギー準位 と同様 に して波動 関 数及 びそ











が 成 立 す る ・ さ ら に(3.11)式,(3 ,13)式,(3.15)式 を 再 帰 的 に 用 い る と









こ こで,エ ネル ギ ー準 位 の性 質 につ い て考 察 す る.E。(φ)は(3…10)式 か ら
周 期1の 周 期 関 数 で あ るが,ω は無 理 数 で あ るか ら(3.16)式 か ら 瓦(φ)は φ
を固 定す る とiに 関 して準 周 期 的 とな る.と こ ろで,E、(φ)に お い て φ を固 定
す る とい う こ とは2DWSLの 一 つ の 垂直 断 面,す な わ ちエ ネ ルギ ー スペ ク トル
を見 る と い う こ とで あ る.こ の こ とか ら,エ ネル ギ ー スペ ク トル が 準 周 期 的 と
な る こ とが 分 か る.準 周期 的 シュ タル ク ラ ダーの 準 周 期 性 は,2DWSLの2次
元 格 子 とエ ネル ギ ー軸 とが非 整 合 で あ る こ と と して現 わ れ て くる.
(3…16)式 の持 つ もう一 つ の 重 要 な意味 は,2DWSLが た だ一 つ のE。(φ)に
よ って完 全 に決 定 され る とい う こ とで あ る、E,(φ)はE。(φ)の 単 な る平 行 移 動
で しか ない の で あ る.Fig.3.12に ハ ー パ ーモ デ ル と フ ィボ ナ ッチ 格 子 のE。(φ)












































Fig.3.12エ ネ ル ギ ー 準 位 の 位 相 依 イ∫二性
エ ネ ル ギ ー 準 位 の 位 相 依 存 性 は,実 は 変 調 関 数 ぎ(め そ の もの で あ る.
ハ ー パ ー モ デ ル:(a)V=O .4,〈b)V=1.0,(c)V=2.O.そ れ ぞ れF=O.05,
フ ィ ボ ナ ッ チ 格 子:(d)F=1.0,(e)F=O.2.そ れ ぞ れV=1.0.
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さ て,こ こ で(3…16)式 を φ=0と して 整 理 す る と,
E。('ω)=E,(o)-iF (3.19)
と な る.こ の 式 の 右辺 は(3.2)式 で定 義 した周 期 系 の シュ タル ク ラ ダー か らの
シ フ トA 、そ の もの で あ る.し た が っ て,E。(φ)と は変 調 関 数9(.¥)の 変 数 を位
相 に読 み替 え た もの,g(φ)に ほ か な らな い.こ れ はエ ネ ルギ ー の位 相 依 存性
E。(φ)が φ=0の と きの エ ネ ル ギ ー固 有 値 の 集 合 か ら再現 す る こ とが で きる と
い う こ とで あ る.言 い か え る と,位 相 φ とエ ネル ギ ー準 位 の番 号 とに 変換 性 が
あ る とい う こ とで あ る.実 はFig.3.12に お け るE。(φ)は この よ うに して描 い た
もの で あ る.さ らにFig.3.9の2DWSLの 図 も,こ の よ うに して得 られ たE,,(φ)
の 図 を(3.16)式 に したが っ て単 に平 行 移 動 して構 成 した もの なの で あ る.
同 様 な こ と は 波 動 関 数 及 び そ の 重 心 に つ い て も言 え る.各 々 に 対 して





であ る.番 号oの 波動 関数 とその重心の位相 依存性 は φ=oの ときの それ らの
値の集合か ら再現 す ることがで きる.
この節 で示 した性質 は,準 周 期系の シュタル ク ラダーについて言 え る一般 的
な性質であ る.変 調関数9(x)に よ り準周期 系は ラ ンダム系 と区別す ることがで
きた.ま た,1次 元問題 におい てよ り高次の2次 元の周期性 を示す2DWSLの
存在 は まさに準周期系特有の性 質で ある と言 える.
以下 ではハ ーパ ーモ デル とフ ィボナ ッチ格子の 場合のそれぞれに特 有の性 質
につ いて詳 しく述べ る.
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(2)ハ ー パ ー モ デ ル の場 合
(a)バ ン ドの 対称 性28)
ハ ー パ ー モ デ ルの エ ネル ギ ー ス ペ ク トル は エ ネ ル ギ ー軸 に関 して 反 転 対 称 で
あ る.こ れ は,変 調 ポ テ ン シャル が原 点に おい て反転 対 称 中心 を持 つ ためで あ っ
た ・ い ま,電 場 を加 え る こ とに よ って演 算 子 κ.が 導 入 され たが,こ の 演 算 子
は 変調 ポ テ ンシ ャ ルの反 転 対 称 性 を壊 さな い ・E,Pは 前 章 で 定 義 した ユ ニ タ リー
演 算子9に よ ってGniE,,e=-E,Pと 変 換 され るか らで あ る・ したが っ て,
(2.11)式 に相 当す る式
c-iH(φ)(2=-H(一 φ) (3.22)
が 得 られ,エ ネ ル ギー スペ ク トル σ(φ)は
σ(φ)=一 σ(一φ) (3.23)
を満 たす.し たが って,σ(φ)す な わ ち2DWSLは φ=0で エ ネ ルギ ー 軸
(E=o)上 に 反転 対 称 中心 を持 つ.ま た,(3.23)式 で φ を1/2一 φ に置 き換
え る と,
σ(1/2一 φ)=一 σ(φ 一1/2)
=一 σ(1/2十 φ)
(∵σ(φ+1)一 σ(φ)) (3。24)
とな り,2DWSLは φ=1/2に お い て もエ ネル ギ ー軸 上 に反転 対 称 中 心 を持 つ
こ とが 分 か る.2DWSLは2次 元 の並 進 対 称性 を持 つ こ とか ら,ユ ニ ッ トセ ル
あ た りさ らに二 つ の反 転 対 称 中心 が あ る こ とに な る.2DWSLは 結 局 ユ ニ ッ トセ
ル 当 た り四 つ の 反 転対 称 中心 を持 つ 。Fig.3.13にF=O.05,V=0.4の 場 合 の
2DWSLを 示 した.破 線 は2DWSLの2次 元 格 子 を 示 して い る.一 つ の ユ ニ ッ ト













破線 は2次 元の格tを 示 して い る.一一つ のユニ ッ トセルに対 す る反転対 称中心
を黒丸で示 した.
また,大 き さの 川頁に番 号 付 け した場 合 の エ ネル ギ ー の位 相 依存 性 をE。(φ)と
す る と(323)式 か ら
E,(φ)=-E,.川(一 φ) (3.25)
を満 たす 整 数mが 存 在 す るが,V=0と した周 期 系 で の エ ネル ギ ー スペ ク トル
がE,=iFで あ る こ とか ら,nt=-2iと 求 め られ る.し たが って,
易(φ)ニ ーβ一、(一φ) (3.26)
を満 たす.∫=0と す れ ば,φ=0で エ ネルギ ー軸 上 に 反転 対 称 中心 が あ る こ
とが分 か る.ま た,(3.26)式 の φ を1/2一 φ に置 き換 え(3…10)式 を使 う と,
φ=1/2で もエ ネル ギ ー軸 上 に反 転対 称 中心 が あ る こ とが 分 か る.Fig.3.14に
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Fig.3.14エ ネルギー準 位の位翻依存性の 反転対称中心
変調ポテ ンシャルの振幅V=O.4,竜 場の強 さF=O.05の 場合.反 転対称 中心 を
黒丸 で示 した.
(b)V<1の と きの物 理 的描 像 一 ミニ バ ン ド描像 と トンネル 効 果 一28)
こ こでV<1の と きの2DWSLに つ い て考 え て み る.こ の 領 域 で は電 場 が な
い場 合 に 波 動 関 数 が 系全 体 に広 が っ てい る ので 周 期 系 と似 た よ うな解 釈,す な
わ ち有効 ハ ミル トニ ア ン に よ る理 解 が 可 能 で あ る.こ の こ と と準 周 期 系 の エ ネ
ル ギー ス ペ ク トルの ミニ バ ン ド構 造 とに よ って,こ の 領域 の物 理 的 な 描 像 を得
る こ とが で きる.
前 章 で 述 べ た よ うに,準 周 期 系 の エ ネ ルギ ー ス ペ ク トル は電 場 が ない場 合 に
は無 限 個 の ギ ャ ップが 入 り込 ん でバ ン ドが 際 限 な く分 裂 す る(広 義 の ㎞ctal).
しか し,V<1の 場 合 に は スペ ク トル はfatfractalで あ るの で 有 限 個 の ギ ャ ップ
だ けが 有 効 で,そ の結 果 系 は有 限 個 の実 効 的 ミニ バ ン ドの 集 ま りと な る.そ の
個 数 は ポ テ ン シ ャルの 振 幅Vに よっ て決 ま り,Vが 大 き くな る ほ ど増 加 す る,
この よ う な系 に電 場 をか け る と,そ れ ぞ れの ミニバ ン ドが非 一様 シ ュ タル ク ラ
ゴ63一
ダー とな る(Fig.3.15).重 率 ξ の ミニバ ン ドに形 成 され る非 一 様 シ ュ タル
ク ラ ダー の 平均 間 隔 はF/ξ と な る こ とが 期 待 され る.こ の よう な ミニ バ ン ドが

















Fig.3.15有 効なバ ン ドの準 周期的 シュ タル クラ ダー と共鳴 トンネル効 果
電場 がかか ると・E率ξの ミニバ ン ドは'r一均 間隔F/ξ の準 周期的 シュタル クラ ダー
となる.隣 り合 う ミニバ ン ド問で準位 が 致 す る と共鳴 トン ネル効 果に よって電
fは バ ン ド問遷移がliT能 とな り縮退が解ける.
今 隣 り合 う二 つ の ミニ バ ン ドを考 え る,こ れ ら の ミニ バ ン ド間 の ギ ャ ップ は
有 限 であ るの で トンネル効 果 に よ っ て電子 はバ ン ド問 を遷 移す る こ とが で きる.
この と きの トンネ ル確 率7「 は
呵癇 (3.27)
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で 与 え られ る29).こ こでFは 電場 の 強 さ,Egは 二 つ のバ ン ド間 の ギ ャ ップの 大
きさで あ る.ま た,β は電 場 が ない と きのバ ン ド幅 で二 つの バ ン ドが 同 じバ ン
ド幅 で あ る と仮 定 した場 合 の値 で あ る.
トンネ ル確 率 の 指 数部 分 を 一β と置 くと β は トンネ ル効 果 の 評 価 の 一 つ の指
標 と な る.す なわ ち β<<1の と きに は電 子 は容 易 にバ ン ド間 を遷 移 で きる こ と
に な る.こ の と き二 つ の ミニバ ン ドを隔 て て い る ギ ャ ップ は系 の シ ュ タル ク ラ
ダー の形 成 に は効 か な くな り,二 つ のバ ン ドが 合 併 し てで きる大 き な 一 つ の バ
ン ドと して シ ュ タル ク ラ ダーが 形 成 され る.逆 に β>>1の と きには 電 子 は 二 つ
のバ ン ド間 を遷 移で きな くな る.こ の とき二 つ の バ ン ドは それ ぞれ 独 立 した シ ュ
タル ク ラ ダー を形 成 す る.
あ る二 つ の ミニバ ン ドのバ ン ド幅Bと そ の間 の ギ ャ ップの 大 きさEは,変
9
調 ポテ ン シ ャル の振 幅VFの 大 き さに よ って決 まる.し たが っ て,電 場Fと ポテ
ン シ ャル の 振 幅Vを 与 え た と き,こ の系 に 有効 な ギ ャ ップの 数 が 決 まる.電 場
の 強 さが 同 じな ら変調 ポ テ ン シ ャル の振 幅Vが 大 きい ほ うが 各 々の ギ ャ ップ は
大 き くな り有 効 なギ ャ ッ プの 数 は増 え る.一 方,変 調 ポ テ ンシ ャルの 振 幅 が 同
じな ら電 場 が 弱 い ほ うが トンネ ル しに く くな る の で,や は り有 効 な ギ ャ ップの
数 は増 え る.こ う して決 まっ た有効 なギ ャ ップ に 隔 て られ た 各 ミニバ ン ドに は
そ れ ぞれ 非 一 様 シ ュ タル ク ラ ダーが 形 成 され,系 の エ ネル ギ ー ス ペ ク トル は そ
れ らの 合 併 とな るの で あ る.し たが っ て,変 調 ポ テ ン シ ヤル の振 幅 が 大 きい ほ
ど,ま た,電 場 が弱 い ほ ど2DWSLは 複 雑 に な る傾 向 に あ る.
と ころで,一 つ の ギ ャ ップ を 挟 む二 つ の ミニ バ ン ドに形 成 され る シ ュ タ ル ク
ラ ダー の 間 で準 位 の 一致 が 起 こ る こ とが あ る.こ の よ う な と きに は,共 鳴 トン
ネル効果 に よ って電 子 はバ ン ド問遷 移 が可 能 とな り縮 退 が 解 け る と考 え られ る.
した が っ て,2DWSLは パ ラ メー タF,Vに よっ て複 雑 に変 化 す るの で あ る.
(c)ほ とん ど孤立 したバ ン ドの シ ュ タル クラ ダ ーの 解 析 的 性 質2s)
前 項 で述 べ た よ うに2DWSLは い くつ か の孤 立 した ミニバ ン ドに お け る非 一
様 シ ュ タ ル クラ ダ けの 重 ね 合 せ とな る.こ こで は,個 々 の孤 立 した ミニバ ン ド
にお け る非 一様 シュ タ ル クラ ダーの 性 質 を解 析 的 に議 論 す る,
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あ る孤 立 し た ミニバ ン ドに 巾 来 す る非 一様 シュ タル クラ ダー を大 き さの順 に
番 号 付 け した もの をE:(φ)と す る と,こ れ ら も また φvs .E平 面 で2次 元 のパ
ター ンを描 く・ こ れ をmini2DWSLと 呼ぶ こ と にす る .2DWSLは 全 ての 有効
な ミニバ ン ドに対 す るmini2DWSLの 重 ね合 せ とな る.mini2DWSLは 反 転対






を満 たす 整 数n,mが 存 在 す る .こ れ ら よ り
EJ(φ+n-'η ω)=EJ(φ)+mF
(3.30)
を得 る・(3・28)式 と(3・30)式 とか ら平均 準 位 間隔 はF/(〃 一〃～ω)で あ る こ と
が 分 か る.一 方,前 項 で の 物 理 的 な考 察 よ り ミニ バ ン ドの 重率 を ξ と した と き
の平均 準 位 間隔 は 尸=F/ξ で 与 え られ る.し た が っ て,ξ=tl-'ll60で あ る.こ
れ は,あ る ミニ バ ン ドに属 す るmini2DWSLの 位 相 依 存性E;(φ)の 変換 規 則
(3.30)式 が,そ の ミニバ ン ドの指 数[n,m]に よ って与 え られ る こ とを示 し
て い る.
さて・(3・30)式 に よる とEl(φ)は φ に関 して線 形 項 と振 動 項 と に分 け る こ
とが で きる・ 振 動 項 をEJ(φ)と 書 く とEJ(φ)は
EJ(φ)=m」F'φ+EJ(φ)
(3.3置)
の よ う に 表 わ せ る.こ の 振 動 項 も ま た ,φvs.E平 面 で2次 元 の パ タ ー ン を描






が 導 か れ る.η はpnl-t/n=1を 満 た す 整 数P,`1を 用 い て η=P-`1ω と表 わ せ
る.ま たp/c/(一lp/ql)は,ω の 最 良 有 理 近 似 の 分 数 列 で 〃/〃1の 次 に 現 れ
る 分 数 に 選 ぶ こ とが で き る.(3.32)式 及 び(3.33)式 はmini2DWSLも2次
元 の 周 期 を も ち,そ の 基 本 並 進 ベ ク トル はt、=(ξ,0),'、 ニ(一η,F')で あ る こ
と を 示 す.こ こ で,(3.33)式 を 再 帰 的 に 用 い る こ と に よ っ て
EJ(φ)=・E,1(φ+vη)+vF' (3.34)
が 求 め られ る.し たが っ て,El(φ)は 格 子定 数 が1/ζ,非 整 合比 が η/ξ(
=(P-9ω)/(n-tnto))の ハ ー パ ーモ デ ルの2DWSLと 同 じ周 期 性 を持 つ .こ の
こ とは,2DWSLが 階 層構 造 を持 つ とい う こ とを意味 して い るが,こ の様 な階
層 構 造 は準 周 期 系 の特徴 で あ る.
分 散 関 係E=E二(φ)の 平均 的振 る舞 い は,線 形 項mF'φ(=(mF/ξ)φ)に よ っ
て近 似 され る.線 形 項 の 勾 配 は そ の ミニバ ン ドの 重 率 ξ と指 数 〃'の 比m/ξ で
決 ま るの で,重 率 が 異 な る ミニバ ン ドに 由来 す る分 散 関 係 は互 い に交 差 す る.
い ま,隣 り合 う二 つ の ミニバ ン ドを考 え る と,ハ ーパ ーモ デル の バ ン ド分 岐 規
則 か らこ れ らの 重率 は必 ず 異 な るの で,そ れ らの ミニ バ ン ドに由 来 す る分 散 関
係 は必 ず 交 差 す る.
F=0.05,V=0.4の 場 合 につ い て この様 子 を確 か め て み る.Fig.3.16は 電 場
が ない と きの エ ネル ギ ー スペ ク トル を示 して い る.バ ン ド構 造 は原 点 に対 して
対 称 なの で,以 下 で は エ ネル ギ ーが 正 の 部分 に つ い て 考 察 す る.こ の 図の 精 度
で は二 つ の バ ン ドギ ャ ップEg、,Eg,が 見 え る.そ こで,各 々 の ギ ャ ップ に対
して トンネ ル効 果 を評 価 す る.数 値 計 算 に よ って 求 め たB、=O.375,B,=O.18
,EgtzO.36,E8fO.03と い う値 か ら二 つ の バ ン ドギ ャ ップ 盈1,E .g2に 対 す
る β がILO685,0.3768と 求 め られ た.ギ ャ ップEgtに つ い て は β〉>1で あ る
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の で 有効 なギ ャ ップで あ り,逆 にギ ャ ップ 死,は β<<1な の で 無 視 で きる
ギ ャ ップで あ る こ とが 分 か る.し たが って,有 効 なバ ン ドはEgtに よ って分 か
れ た三 つ の バ ン ドA,B,C(重 率 は各 々 ω',ω 弓,ω2,ミ ニ バ ン ドの 指 数











Fig.3.16V=0、4の 場 合 の エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル
こ の 図 の 精 度 で は 二 つ の バ ン ドギ ャ ッ プEg、,Eg2が 見 え る ・F=O・05の 場 合 に
つ い て 各 々の ト ン ネ ル 確 率 を 計 算 す る とE
slは 有 効 な ギ ャ ッ プ で あ りEg2は 鮭 視
で き る ギ ャ ッ プ で あ る こ と が 分 か る.し た が っ て,有 効 な バ ン ドは 配 、 に よ っ て
分 か れ た 三 つ の バ ン ドA,B,C(重 率 は 各 々 ω2,げ,ω 三)と な る.
Fig.3.17に この パ ラ メ タの 場 合 の2DwsLを 示 した.そ れ ぞ れ のinini2DWSL
はF/ω ユ,-F/ω3,F/ω2の 勾 配 を持 つ.図 の破 線 は この 勾配 を示 した もの で,
Fig.3.16の バ ン ドの 名 前 に対応 した記号 を付 して あ る.各 ミニ バ ン ドに 由 来 す
る非 一様 シ ュ タル クラ ダ ー は,準 周 期 的 な変調 を うけ て い るが平 均 間 隔 は そ れ
ぞ れF/ω2,F/(D3,F/ω ユと な っ てい る.こ の 三 つ の ミニ バ ン ドの 非 一 様 シ ュ
タル クラ ダーの 合併 が 全 体 の2DWSLと な って い る.ま た,異 なる勾 配 を持 つ
もの は互 い に交 差 す る.今 の 場 合,真 ん 中の ミニ バ ン ドと両 側 の ミニ バ ン ドは
互 い に交 差 す る.交 差 した ところ で は,共 鳴 トンネル効 果 に より縮 退 が 解 け る.
:68一
























































































Fig.3.172DWSLに お け る ミニ バ ン ド構 造
V=O.4,Fニ0.05に お け る2DWSL.こ の パ ラ メ タ で は 三 つ の 有 効 な ミニ バ ン ド
に よ る 非 … 様 シ ュ タ ル ク ラ ダ ー の 重 ね 合 せ と な っ て い る,Fig.3.16の 各 バ ン ドに
由 来 す るmini2DWSLを 対 応 す る 記 号 で 示 し た.破 線 は 各 々 の 勾 配 を 示 す.異 な
る 重 率 を 持 つ ミニ バ ン ドに 生 じたmini2DWSLは 異 な る 勾 配 を持 ちttlい に 交 差 す
る.そ こ で 共 鳴 が 起 こ っ て 縮 退 は 解 け る(例 え ば 図 中 丸 の 部 分).
以 上の よ うな解析的 な議論 及 び数値計算 による裏 付けに よって,先 の物 理的
描像が正統化 され る.
(d)V=1の と きの エ ネル ギ ー スペ ク トル の 自己相 似性
電 場 が な い場 合 に は,V=1で ハ ーパ ー モ デ ルの エ ネ ルギ ー スペ ク トル は 自
己 相 似 性 を示 した.こ こに電 場 をか け る と,新 た に局 在 長L(=BIF)が 導 入
され る こ とに よっ て 自己 相 似 性 は破 壊 さ れ て し ま う.と こ ろが,前 項 で述 べ た
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よ うに2DWSLは 準 周 期 系 の 特徴 で もあ る階層 構 造 を保持 して い る.こ の こ と
は電 場 が な い と きの 自己 相 似 性 を反 映 し た性 質 が 何 らか の 形で 残 され て い る こ
と を暗 示 す る もの であ る.
電 場 が な い 場 合 に は,全 体 の バ ン ドと全体 を三 つ の バ ン ドと見 た と きの 真 ん
中の 重 率 ω3の ミニバ ン ドが 相 似 で あ った,そ こで,あ る電 場F'の 下 で 重率
ω'の ミニバ ン ドに生 ず るmini2DWSLは,電 場F'を 適 当 に ス ケ ー ル す る こ と
に よ り電 場Fの 下 で の2DWSLと 相似 に な る こ とが 期 待 され る.但 し,mini
2DWSLは(3.31)式 にみ られ る よ うにバ イアス 項 を含 むの で これ を差 し引 い て
おか な け れ ば な らな い.以 下 で は,バ イア ス項 を差 し引 い たmini2DWSLを 修
正mini2DWSLと 呼 ぶ こ とにす る.
2DWSL,及 びmini2DWSLを 特 徴 付 け る長 さの ス ケ ー ル は,(実 効)格 子
定 数 α(=1/ξ)と 局 在 長L(=BIF)の 二 つ が あ る.こ れ らの比a/Lを2DWSL
を特 徴 付 け る量 と して 定義 す る.
Fig.3.18に 考 え る二 つ のバ ン ドとそ の条 件 を模 式 的 に 示 した.電 場Fの 場
合 の2DWSLを 特徴 付 け る二 つ の 長 さの ス ケ ー ル は,格 子 定 数`'=1と 局 在 長
L=BIFで あ る.一 方,電 場F'の 場 合 の 重率 ω3の ミニバ ン ドに 由 来 す るmini
2DWSLに つ い て は,実 効 格 子 定 数a'=1/ω3と 局 在 長L'=B'/F'で あ る.両 者
が 相 似 で あ る た め の条 件 は,
a/Lニ`〆/L' (3.35)
で あ る.こ れ よ り,二 つ の系 の 電場 の 問 に は
F'=(B'/B)(a/a')F (3,36)
の 関 係 が あ る こ とが 分 か る.今 の 場 合a/a'=co3で あ り,ま た 前 章 で 述 べ た よ















Fig.3.182DWSLが 相 似 に な る 条1'卜
電 場 が(a)O,(b)F,(c)F'の 場 合 の バ ン ドの 模 式 図 を 示 した,電 、場Fの 場 合
の2DWSLを 特 徴 付 け る 二 つ の 長 さ の ス ケ ー ル は ,格'r一 定 数aニ1と 局 在 長
乙=BIFで あ る.・ ・方,?d#MF'の 場 合 の 重 率 ω3の ミニ バ ン ドに 山 来 す るmini
2DWSLに つ い て は,実 効 格 子 定 数`〆=1/ω3とll弓 在 長L'=B'/F'で あ る .両 者 が
相 似 で あ る た め の 条 件 はa/L=a'/uと な る,
一'71
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Fig.3.19相 似 な2DWSL
(a)F'ニ0.0728の と きの2DWSL,(b}(a)か ら 中 央 の ミ ニ バ ン ドに 由 来 す るmini
2DwsL・(c)(b)か ら線 形 項 を 除 き縦 軸 をF/(F'/ξ)(=13 .74)倍 し,横 軸 をi/ξ
(=1/ω3=4.236,..)倍 に ス ケ ー ル し た 修lilmini2DWSL.(d)F=1/ω3の と き の
2DWSL.(a>ど(d)が 相 似 に な っ て い る,
ロ
ー73
電 場F=1/げ の 場 合 を考 え る と,(3.36)式 に よ っ て ス ケ ー ル し た 電 場 は
F'=0・0728で あ る.(a)はF'・O .0728の と きの2DWSLで あ る.こ の う ち 中 央
の ミニ バ ン ドに 由 来 す るmini2DWSLだ け を抜 き 出 す と(b)の よ う に な る
.こ
の 図 か ら さ ら に 前 項 の(3 .:1)式 に に した が っ て 線 形 項 を 除 き(3 .32)式 及 び
(3・33)式 に した が って縦 軸 をF/(F'/ξ)(=13.74>倍 し,横 軸 を1/ξ(=
1/ω3=4.236_)倍 す る と(c)の よ うに な る.(d)はF=1/ω'の 下 で の2DWSLで
あ るが,こ れ と(a)と が 鏡 映 関 係 に な って い る こ とが 分 か る 、 した が っ て,全
体 の2DWSLと 電 場 をス ケ ール した修 正mini2DWSLと は確 か に相 似 な 関係 に
な って い る こ とが 確認 で きた.
また,こ れ らが鏡 映 関係 と な る こ とは,前 項 の(3 .34)式 に現 わ れ る非 整 合
比 を求 め る こ とに よ り示 され る.す な わ ち今 の 場 合 ,中 央 の ミニ バ ン ドの 重 率
は ξ=ω3=-1+2ω で あ り,そ の指 数 はn=-1 ,mニ ー2で あ る。 こ こで,前 項
の 議 論 に従 っ て二 つ の 整 数P ,Cfお よ び無 理 数 η を求 め る とP=-2,(1=_3
,η=-2+3ω=一 ω4と な る.故 に,非 整 合比 は η/ξ=(p-(1tO)/(〃 一〃zω)=一一toと
な る・ この 比 が ω で な く 一ω とな って い る こ と に よ り(a)と(d)が 鏡 映の 関係
に な る こ とが分 か る.
こ こで導 入 したa/Lと い う無 次 元量 が ,V=1の と きの2DWSLを 特 徴 づ け
る量 と して適 当 で あ るこ とが 数値 的 に証 明 され た .
(e)波 動関数 の重心 と摂動論(V>1)
変調 ポテ ンシャルの値Vが1よ り大 きい領域で はF≠0で も電 場が ない とき
と同様 に全 ての波動 関数 が局在す る.こ の ような場合 には前 章で考察 した よう
に波動関数の重心の大 きさの川頁に よるエネルギー準位の番号付けが 有効 であ る.







を満 たす 整 数 〃む η が 存 在 す る こ とが 言 え る.こ れ らの 式 は電 場 が な い場 合 の
関 係 式 ・(2・15)式 及 び(2.16)式 と同様 の式 で あ る.こ こで,V→ 。。 の 極 限
で 男(φ)→li>で あ る こ と との 整 合性 か らm=O ,n=1が 求 め られ る.そ の 結 果,
エ ネ ル ギ ー準 位 ,波 動 関 数 波 動 関数 の 重 心 はエ ネ ル ギ ー 準位 の 大 き さの順 に




















を 満 たす こ とが 示 され る.し た が って,こ の 場 合 に もす べ ての 番 号'(こ こで
は重 心 の 大 き さの順 に付 け られ た番 号)に お け る 男(φ) ,X,(φ),昼(φ)が
!Po(φ),Xo(φ),Eo(φ)か ら求 め られ る.
さら に 同様 な 考 察((3.19)式 ～(3.21)式)を 経 れ ば ,位 相 依 存 性 を示 す
関 数Vo(φ),X。(φ),E。(φ)は φ=0の 時 の十 分 大 きな値 の集 合 か ら再 現 可 能 な
こ とが分 か る.Fig.3.20に い くつ か のパ ラ メ タの場 合 の0番 目
,す な わ ち原 点
に最 も近 い と ころ に波 動 関 数 の重 心 の あ る状 態 の エ ネ ル ギー 準 位 と波 動 関 数 の













































































































































Fig.3,20V>1の と き の0番 目 の エ ネ ル ギ ー 準 位 と波 動 関 数 の 重 心 の 位 相 依 存 性
電 場 の 強 さ は(a)F=1.o,(b)」F=1/toa-ニ4.236...,(c)」F=1/ω6=17.9....変 調 ポ
テ ン シ ャ ル の 振 幅 は 全 てV=4.0.電 場 の 強 さ に よ っ て ギ ャ ッ プ の 数 と位 置 が 変 化
し て い る.
エ ネ ル ギ ー準 位E。(φ)の 全体 は サ イ ンカ ー ブ とな っ て いて,ギ ャ ップが あ る
と ころ で は 重心X。(φ)が 変化 して い る.こ れ らの性 質 は,電 場 が ない 場 合 の位
相 依 存 性(Fig.2.ll)と 非 常 に よ く似 てい る.電 場 が な い場 合 と異 な るの は,
ギ ャ ップ の現 わ れ 方 が電 場 に よ って 変化 す る こ とで あ る.F=LOの 場 合 に は大
き なギ ャ ップが あ るが,電 場 の 強 さ を変 化 させ る とギ ャ ップの 位 置 が 変 化 し,
F=17.9-.の 場 合 には ギ ャ ップ が な くなっ て い る.
この よ う な 性 質 は,電 場 が な い 場 合 と同様 に摂 動 論 に よって 理 解 で きる.電
場 の か か っ た場 合 の ハ ミル トニ ア ン((3.1)式)で,運 動 エ ネ ル ギ ー の項K。,
を摂動 と して扱 う.非 摂 動 系 の シ ュ レー デ ィン ガー 方程 式 は
(v。,(φ)+冗,)li>=E,(o)(φ)li> (3.48)
.'77.




と求め られ る.Fig.3.21にi=0の 場合,す なわ ち原点 に局在す る状態の非摂
動 エ ネル ギー及 び,i=±1の 場合,す なわ ち原点 の両隣 の格子点 に局在す る状
態の非摂動 エ ネルギー を重ねてみた.電 場が ない とき と異 なるの は相 対的 な位
置が位相方 向に 干ω だけず れるの に加えて,エ ネルギー軸方 向に ±Fだ けずれ
ることで あ る.こ のため,二 つの非摂動 エネルギーが交差 し縮退す る位相が電
場 に よって変化す るのであ る.(a)は 隣 り合 う格 子点に局在す る状態 の準位が交
差 し,縮 退が起 こる場合であ る.
交差 した点 では摂動 に よって縮退が解け乗 り換 えが起 こってギ ャ ップが生 じ
る.そ の大 きさは跳 び移 り積分 の2倍 の2に なってい る.ま た,エ ネルギー準
位E。(φ)が 不連続 となる ところで波動 関数の重心x。(φ)が ずれてい るのは,別
の格子点 に局在す る波動 関数と相 互作用を起 こ しているこ とを示す ものであ る.
一番 大 きなギ ャ ップの ところで は波動 関数の重心 は ±1!2と なっていて隣の格
子 点 に局 在す る波動関数 と一対一 に混 じっている ことが分 かる.
電場Fを 大 きくしてい くと,あ る値以 上では(b)に 示す ように両 隣の格子点
に局在す る非摂動エ ネル ギ ーが交差 しな くなる.こ の ときにはエ ネル ギー準位













一1 0 1 ＼ φ
E-1(o)(φ)
Fig.3.21非 摂動エ ネルギーの縮退 とギ ャップの位置
原 点 に局在す る状態 の非 摂動エ ネルギー 尾凹(φ)及 び ,原 点の両隣 の格 向1エに
局在す る状態 の非 摂動 エ ネルギーE±s(0)(iP)を重ね た.
(a)電 場 が弱 い場合 には黒丸で示 した場所で非摂動エ ネルギーが交差 してギャ ッ
プが で きる.
(b)電 場 が強 くなると隣 り合 う格 子点 に局在す る状態 の非摂動エ ネルギーが交差
しな くな り,.ギ ャ ップはな くなる.
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この ような見 方 をす る と局在領域 におけ る複雑 な2DWSLの 構造 が理解 で き
る.こ の領域 での2DWSLは 各格子点 に局在す る状態のエ ネルギーの位相依存
性(正 弦 波)の 重 ね合せ で近似 で きる.も しもこれ らのエ ネルギーが 交差 し縮
退 した場合 には,そ れ らの状態が局在する格子 点間距離に応 じた相 互作用に よっ




































Fig,3、22v>1の と き の2DWSL
電 場 の 強 さ は(a)F=ID,(b)F=1/ω3=4.236..,(c)F=1/ω6ニ17.9...




この ように波動 関数の重心 の順番 に よるエ ネル ギー準位の番号 付 けは,変 調
ポテ ンシ ャルの振幅Vが1よ り大 きい場合の理解 には有効であ る.こ の方法 を
利用 した結 果,各 準位の 位相依存性 は簡 単 な摂動 の考 え方 によって理 解で き,
複雑 な2DWSLの 構造 も解 明 された.
(3)フ ィボ ナ ッチ 格 子
フ ィボ ナ ッチ 格子 の場 合 には ハ ーパ ー モ デ ル と は非 常 に異 な っ た 振 る舞 い を
す る こ とが分 か っ た,
(a)エ ネ ル ギ ー準位 の位 相 依 存 性30)
エ ネ ルギ ー 準位 を大 きさの 順 に番号 付 け した 場合 の0番 目の 準 位 の位 相 依存
性 をFig.3,23に 示 した.変 調 ポ テ ンシ ャル の振 幅V=LOを 固定 して,い くつ


































Fjg.3.23フ ィ ボ ナ ッ チ 格 了一の エ ネ ル ギ ー 準 位 のf、7:相依 存 性
(a)、FニLO,(b)F=O.2,(c)F=5.0.ま た,全 てV=LOで あ る.位 相 依 存 性 は 区
分 的 定 数 関 数 と な る.ま た,(a)に 示 し た よ う に 不 連 続 点 の 位 相 は 一1つの 整 数ll,
,ηを 用 い て η一,ηω と表 わ さ れ る.
フィボナ ッチ格子の場 合の0番 目のエ ネルギー準位 の位相依存性E。(φ)は 有
限個 の不 連続 点 を持 つ区 分的定 数関数で ある.こ の不 連続点の個数 は電場の大
きさFが 小 さ くなるほ ど増加 す る傾 向にある.ま た,不 連続 となる φの値 は二
つの整数n,mを 用いて,n-一 一mtoと 表わす ことがで きる.
E,,(φ)の 不連続性 と不連続 点の位相は,フ ィボナ ッチ格子の 変調 ポテ ンシャ
ルの構造 に よって説明す るこ とがで きる.前 章 で示 した ように フ ィボ ナ ッチ格
子の変調 ポテ ンシ ャルは,位 相 φ を変化 させ た と き変調ポテ ンシャルの フリッ
プが起 こ り環境 が不 連続 的 に変化 す る.こ の よ うな環境 の不連続 的 な変化 が
E。(φ)の 不連続性 に影響 している.変 調 ポテ ンシ ャルの フ リップは,二 つの整
数n,mを 用 いて ちょうど φ=tl一用ω となる ところで生 じる.電 場 に よって波
動 関数 は局在長 乙(=BIF)の 範 囲に局在す るが,φ を変化 させ たと きに変調
ポテ ンシ ャルの フリップが この領域 内で生 じた場 合エ ネルギーは変化 す る.こ
ゴ83.
の ような理解 で不連続性 と不連続点 の位 相 はおお よそ 理解で きる.し か し,不
連続点の位相 とギ ャップの大 きさとの関係 は まだ明 らか にされていない.
さて,フ ィボナ ッチ格子の場 合の解析 には以 下 の ような考 え方 に基づ いた方
法が より有効 であるこ とが分か った.そ こで,位 相依存性 の議論 は こ こまで と
し,以 下 ではその方法 に基づ いた議論 を行 うことにす る.
(b)還 元エ ネル ギースペ ク トル(RES)
い ま,フ ィボナ ッチ格 子上の あ る局所構造上 に波動 関数が厳密 に局在 したと
す る、前 章のConwayの 定理の精密化で述べ た よ うに,フ ィボナ ッチ格子上で
は同種の 局所構 造が フ ィボナ ッチ配列で並 んでい る.し たが って,そ の ような
同種の局 所構 造上 に も同 じ形の波動関数 が局在 す る.こ の ような波動 関数 どう
しのエ ネルギー差 は電場バ イアスポテ ンシャルの差 に等 しく,そ れは電場Fの
整数倍 となる.
この ような性 質 を期待す る と,波 動関数 をその 局在す る局所構造 によって分
類す るに は各 エネルギー 準位 を電場の整 数倍 の項 とそ こか らのず れ に分け,こ




と表 わす こ とが で きる.こ のD、 を還 元 エ ネル ギ ー準 位 と呼 び,全 ての 還 元 エ
ネル ギ ー準 位 の 集 合{D,llEZ}を 還 元 エ ネ ル ギ ー スペ ク トル(Reduced
EnergySpectrum,以 下RES)と 呼 ぶ こ とにす る.E、 か らD,へ の 変 換 は区 間
(一。。,。。)か ら区 間[0,F)へ のmod、Fに よる写 像 で あ る 。還 元 エ ネル ギ ー準 位
ρ と前 に定 義 したエ ネル ギ ー の 平均 間 隔 か らの シ フ トム,は異 な る もの で あ る.
F=O.4の と き変調 ポテ ンシ ャ ルの 大 きさVを 変化 させ て このRESを プ ロ ッ




















Fig.3.24還 元 エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル(RES)
RESを 電 場F=O.4に 固 定 し,Vを 変 化 させ て プ ロ ッ ト した.こ の グ ラ フ の 精 度




この 図 で は600か ら800あ る準 位 が 数 個 か ら十 数個 の 準 位 に縮 退 してい る よ
う に見 え る.波 動 関 数が も しも局 在領 域 に完 全 に局 在 してい る(局 在 領 域 の外
で振 幅が0)な らばRESは 縮 退 して い る,し か し,実 際 に は波 動 関 数 は局 在領
域 の外 に す そ を引 き振 幅 を持 って い る.し たが っ て,RESは 厳 密 に は縮 退 して
い ない と考 え られ る.
Fig.3.25にF=O.4,V=32の 場 合 のRESを 示 した,ギ ャ ップ に よって 隔 て
られ た エ ネル ギ ー の集 合 を ク ラス ター と呼 ぶ こ とにす る と,こ の 場 合 のRESは
最 も大 き な ギ ャ ップに隔 て られ た二 つ の クラ ス ター に 分 裂 して い る.一 方 の ク
ラス ター はa,b,c,d,eと い う五 つの クラ ス ター を内 部構 造 と して持 つ.
同様 に も う一 方 の ク ラス ター も拡 大 して 見 る と内 部 に 三つ の ク ラ ス タ ーが 含 ま
れ て い る.こ れ らの ク ラ ス ター もそ れ ぞ れ さ らに 内部 構 造 を持 つ が こ の図 の ス
ケ ール で は見 え ない.こ の よ うにRESは 階層 的 な ク ラス ター構 造 を持 って い る
こ とが分 か る.
また,全 状 態 数 を1と な る よ うに規 格 化 した と きの 各 クラ ス ター の状 態 数 を
その クラ ス ターの 重 率 と呼 ぶ こ とにす る と,全 ての クラ ス ター は ω のべ き乗 の
重 率 を持 つ こ とが分 か った.図 の 各 ク ラス ター の 右 に示 したのが そ の クラス ター












Fig.3.25還 元エ ネルギ ースペ ク トル(RES)の クラス ター構造
RESは 階層 的 なクラス ター構造 を持 っている,ク ラス ターfを 拡 大す る と右の
ような三つの クラス ター に分裂 してい ることが分 かる .こ の スケー ルで は縮退 し
て見 えるaか らeま での クラス ター も同様 に内部構造 を持 つ ,ま た全 ての クラス
ターは ω のべ き乗の重率 を持 つ.
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こ の よ う な階層 的 クラ ス ター構 造 を持 ち,各 クラ ス ター の 重率 が ω のべ き
乗 で ある よ う な構造 は電 場 が な い と きの準 周期 系 の スペ ク トルに類 似 してい る.
この よ うな1次 元 点 集 合 はfractalの 可 能性 が あ る ため,次 にRESの 容量 次 元 を
計 算 に よ っ て求 め た.
F=O.4,V=32の 場 合 とF=O.4,V=O.2の 場 合 のRESに つ い て,前 章 の容
量 次 元 の 定 義 に従 っ てbと 〃 を計 算 しプ ロ ッ トした の がFig.3.26で あ る.bが
小 さ くな る につ れ て グ ラ フ は水 平 に近 づ い て い る.し た が って,RESの 容 量 次
元 は0で あ り,skinnyfrac(alで あ る とい う こ とが 分 か る,図 に は比 較 の た めpure
fractal(0<D<1)の 例 で あ るハ ーパ ー モ デ ルの 臨 界 点 で の エ ネル ギ ー スペ ク
トル とfatfractal(D=1)の 例 で あ るハ ー パ ー モ デ ルの非 局 在領 域 で の エ ネル







Fig.3.26還 元 エ ネ ル ギ ー ス ペ ク トル(RES)の 容lli二次 元
RESの 容 量 次 元 は0で あ る.し た が っ て,RESはskinnyfractalで あ る こ とが 分




















RESはskinnyfractalで あ るが,こ れ は本 研 究 に よっ て 初め て発 見 され た物 理
現 象 で あ り本研 究 の 大 きな成 果 で あ る.ま た,こ の こ とはRESが 実 質上 有 限 個
の クラス ターか らな る とい う こ とを意 味 して い る.
こ こでRESがskinnyfractalと な る物 理 的 な意 味 を考 え て み る.縮 退 した よう
に見 え る 二 つ の 準位 の エ ネル ギー 差 は,波 動 関 数 の す その 方 で の 局 所 構 造 の違
い の影 響 で あ る.と ころ が,前 章 で述 べ た とお り一様 電 場 下 の 波 動 関 数の振 幅
は距 離 と 共 に急 激 に小 さ くな る こ とが 分 か っ て い る.し たが っ て,二 つ の 準位
の エ ネル ギ ー差 を与 え る 局 所 構 造 の違 い が 局 在 中心 か ら遠 の くほ ど,二 つ の準
位 の エ ネ ル ギ ー差 は小 さ くな って い く.こ の こ とは,RESの クラ ス ター を拡 大
してい く と実 質上 点 スペ ク トルの よ う に 見 え て しま う こ とに対 応 して い る.す
な わ ちRESがskinnyfractalと な るの で あ る.RESがskinnyfractalと な る こ とは,
準 周 期 系 の スペ ク トル の 性 質(広 義 のfracta1)と 電 場 に よる波 動 関 数 の振 る舞
い に よっ て理 解 で きるの で あ る.
(c)フ ィボ ナ ッチ シ ュタ ル クラ ダ ー(FSL)
RESが 事実 上 有 限個 の ク ラス ター に分 割 で きる の で,そ れ に対 応 して元 の エ
ネル ギ ー ス ペ ク トル をい くつ か の 副 エ ネ ル ギ ー スペ ク トル に分 け る こ とが で き
る.Fig.3.27にF=o.4,v=32の 場 合 に つ い て 示 した.こ の パ ラ メ タで は実
質 上a,b,c,d,e,fの 六 つ の ク ラス ター か ら な る と し,第1次 近似 と して
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Fig.327フ ィ ボ ナ ッチ シ ュ タ ル ク ラ ダー(FSL)
各 ク ラ ス タ ー に 属 す る 準 位 だ け を 抜 き 出 す とFSLと な っ て い る.FSLは 精 密 化
さ れ たConwayの 定 理 で 示 し た フ ィ ボ ナ ッチ 配 列 と柵 以で あ る.ク ラ ス タ ーbの
場 合 の 二 つ の 間 隔 はA=13F,B;8Fで あ る,
その結 果,全 ての副 スペ ク トルは次の ような三 つの性 質 を持 つ こ とが分か っ
た.
1.RESの 一 つ の ク ラス ター に 含 まれ る準 位 の 間 のエ ネ ル ギ ー差 を
無 視 す る近似 で は準 位 間 隔 は2種 類 しか ない.
2.定 義 に よ り2種 類 の 間 隔 は電 場Fの 整 数倍 と なる が,こ の 二つ
の 整 数 が 隣 り合 う フ ィボナ ッチ 数 とな る.
3.こ れ ら2種 類 の 間 隔 の 並 びが フ ィボ ナ ッチ 列 に な って い る.
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この よ うな副 スペ ク トル の構 造 は本 研 究 で 精 密 化 され たConwayの 定理 で述
べ た フ ィボ ナ ッチ配 列 と相 似 で あ る.ま た,こ れ らの 性 質 か ら ク ラ ス ターの重
率 が げ で あ る場 合2種 類 の 間隔 を与 え る フ ィボ ナ ッチ 数 はFs,,、 と 凡 ユとな る
こ とが導 か れ る.
この よ うな性 質 を持 つ 副 スペ ク トル を フ ィボ ナ ッチ シュ タル ク ラ ダー(FSL
)と 呼 ぶ こ とにす る,フ ィボ ナ ッチ 格 子 に電 場 を かけ た場 合の スペ ク トル は い
くつ か のFSLの 重 ね合 せ に な って い るの で あ る.
次 に各 ク ラ ス ター に含 まれ る 準 位 の 波 動 関 数 を 調 べ た.そ の結 果 あ る一 つの
クラ ス タ ー に属 す る準位 の 波 動 関数 は全 て フ ィボ ナ ッチ 格 子上 の 同 種 の局 所 構
造 上 に局 在 し,同 じ形 を して い る こ とが 分 か っ た.Fig.3.28に 各 クラ ス ター に
属 す る準 位 の波 動 関 数(振 幅 の絶 対 値)の 形 とそ れが 局 在 す る フ ィボ ナ ッチ格
子 上 の局 所 構 造 を示 した.局 所 構 造 を示 すAとBは,そ れ ぞ れ 変 調 ポ テ ンシ ャ
























































Fig.3.28各 クラス ターに属す る波動関数
同 じク ラス ター に属す る準位 に対応 する 波動 関数 は全て同 じ局所構造 ヒに1・ilじ
形で局 在 してい る.各 クラス ターの波動 関数の 形 をその局 在す る局所構 造 と共に
示 した.局 所構造 を示すAとBは,そ れぞれ変調ポテ ンシャルが0とVの 格 ∫点
を表わ している.ま た,図 の 名前((a)か ら(f))は クラス ターの名前(aか らf
)と 対応 してい る,
さ らに,一 つ の クラ ス ター に 属 す る波 動 関 数 を全 て抜 き出 して 見 る とそ の 空
間 的並 び は フ ィボ ナ ッチ配 列 とな っ て い る こ とが 分 か っ た.Fig.3,29に ク ラス
ターbに 属 す る準 位 の波 動 関 数 の う ち,格 子 点 番 号 で430か ら500ま での 範 囲
に局 在す る もの を示 した.こ の 場 合 に は 波 動 関数 の 間 隔 を決 め る二 つ の隣 り合
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Fig.3.29同 じクラス ター に属す る波動 関数の フ ィボナ ッチ格f- 一ヒの分布
図は クラス ターbに 属す る波動関数の うち格r点430か ら500ま での問にある
もの を示 した.波 動関数の 並びはフ ィボナ ッチ配列 とな っている.
一様 電場下 の フ ィボナ ッチ格 子の この よ うな性 質 は
,電 場 に よる波動 関数の
局在 とフ ィボナ ッチ格子 の構造上の特徴 であ る精密化 されたConwayの 定理 に
よって説明で きる.
フ ィボナ ッチ格子 に電場 をか けた場合 に,そ の パ ラメー タに応 じた局在長が
決 まり波 動関数 は局在す る.こ の波動関 数の局在 した局所 構造 と同種 の局所構
造 にはや は り同 じ形の波 動関数が局在す る.同 じ形で,同 種 の局 所構 造 に局在
す る波動関 数のエネルギー は,各 々が局在す る場所にお けるバ イアスポテンシャ
ルの差 だけ異 なる.精 密化 されたConwayの 定理で示 され るようにフ ィボナ ッ
チ格子上 の 同種の局所構 造の並 びはフ ィボナ ッチ配列 となる.し たが って,エ
ネルギー準位 間隔 はFSLと なるのである.
この ような物理 的描像 はRESを 導 入す る際 に期待 した ものであ り,RESに
ご95.
よる解析 を実際 に行 うこ とに よって裏付け された.RESに よる解析 は この よう
な物理 的描像 を反映 した方法で あ り,フ ィボナ ッチ格 子の シュ タルク ラダー を
理解す る上 で非常 に有効 な手法 であることが分か った.
フ ィボナ ッチ格子の シュ タル クラダーはい くつかのFSLの 重 ね合せ である.
各FSLは 同種の局所 構造 上 に局在 した波動 関数が精密 化 されたConwayの 定理
に従 って フ ィボナ ッチ格 子上で フ ィボ ナ ッチ配列 をなす ことに よって得 られる




ここで は,本 研究 によって得 られた結果 と今後 の展望 を述べ る.
4-1本 研 究 の結 果
本研 究で は準周期系 に一様電場 をかけた系 の電子状態について研究 を行った.
これ まで の研究 では,ラ ンダム系 と準周 期系 を区別す るような性 質の 発見 はな
されてい なかった.本 研 究 を通 して,準 周期系 に特有 の規則 と多彩 な振 る舞 い
を明 らか にす る ことがで きた.以 下 に得 られ た結果 について まとめ る.
(1)準 周期系一般 につ いて
一様電場下の準周期系のエ ネルギースペ ク トルは平均 間隔Fの 準 周期的 シュ
タル クラ ダー となる.こ れは準位 間隔の平均 か らの変調 を表わす変調関数8(x)
に よって特徴付 け られる.ま た,こ の準 周期的変調 の周期 は変調 ポテ ンシャル
の周期 と同 じである.ラ ンダム系 では この ような変調 関数 は定義で きないので,
本研 究に よる変調 関数9(x)の 発 見 によって初め て ランダム系 と準周期系 を区別
す るこ とがで きた.
エ ネルギ ースペ ク トルはφvs.E平 面上 で2次 元の周期 的なパ ター ンを描 く.
これ を2次 元 ワニエ シュタル クラダー(2DWSL)と 命名 した.エ ネルギース
ペ ク トル は2DWSLの 位相 を固定 した一つの断面であ る.準 周期 的 シュタル ク
ラダーは2DWSLの2次 元の周期 とエ ネルギー軸 との非整合性 と して現 われ る.
2DWSLの ような高次の規則性 は準周期系特有の性質であ ると言 え る.
また,ハ ミル トニア ンの解析 的 な性質か ら一つ の準位の位相依 存性 が分かれ
「97.
ばその平行 移動 に よって2DWSLが 求め られる ことが分か った.さ らに,そ の
位 相依存性 を表す関数は変調関数9(κ)そ の もの であるこ とが判明 した.
(2)ハ ーパーモデルにつ いて
ハ ーパ ーモデルにおける変調 ポテ ンシ ャルの反転対称性 か ら,2DWSLに は
ユ ニ ッ トセルあた り四つの反転対称 中心があ るこ とが分か った.
また,変 調 ポテ ンシ ャルの振幅VがV<1を 満 たす ときは周 期系 と似た よう
な解釈が可能 となる.こ の とき2DWSLの 構造 はエ ネルギー スペ ク トルの ミニ
バ ン ド構造 に よって説明 で きる.ま た,2DWSLは トンネル効 果や共鳴効果 に
よって複 雑 に変化す る.こ れ らの性 質の 大部分 は解析 的 な考察 によっ て も裏付
け された.
電場 が ない ときにはV=1の 臨界点でエ ネルギースペ ク トルの 自己相似性 が
あ ったが,こ れは電場が かけ られ ることに よって壊 される.し か し,電 場 も適
当にスケー ルす る事 に よって相似 な2DWSLを 見 つける ことが で きる.こ の と
き,系 を特徴付 け る量 は 実効 格子定数 と波動 関数の局 在長 の比 である ことが確
かめ られた.
V>1の ときは,波 動 関数の重心の大 きさの順 による番号付 けが系 の性 質の
理解 の助 け となった.こ の領域 では,各 格子 点 に局在 した状態 を非摂 動状態 と
した摂動 論 によって理解で きる.
(3)フ ィボナ ッチ格子につ いて
フ ィボナ ッチ格子の場合 には,ハ ーパ ーモデ ル とは非常 に異 なっ た性 質 を示
す ことが分 かった.
エネルギー の位相依存性 は有 限個 の不連続点 を持 つ区分的定数関 数 とな り,
その不連続 点の φ の値 は二 つの整数m,nを 用 いて φ=tl-nltuと 表 わす こと
がで きる.こ の不連続点 の位 相 はフ ィボ ナ ッチ格 子の変調 ポテ ンシャルの構造
に よって おお よそ理解 が 可能であ った.し か し,不 連続 点での位相 とギ ャップ
の大 きさとの関係 はまだ解明 されてい ない.
フ ィボナ ッチ格子の シュ タル クラダー を解析 す る上で よ り有効 な方法 を発見
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した.こ の 解 析 方 法 は フ ィボ ナ ッチ格 子 上 の似 た よ う な環 境 に は似 た よ うな状
態 が 局 在 し,そ れ らの 間 の エ ネ ルギ ー 準 位 の差 はバ イ ア ス ポ テ ン シ ャ ルの 分 だ
け に な る とい う考 え方 を も とに した もの で あ る.こ の よ うな考 え方 に 従 うと,
各 エ ネ ル ギ ー準 位 か ら電 場 の 整 数倍 を差 し引 い た値 が その 準 位 を特徴 付 け る こ
とが分 か る.こ の値 を還 元 エ ネ ルギ ー スペ ク トル(RES)と 命 名 した.
RESは 階層 的 な ク ラス タ ー構 造 を持 ち,各 ク ラス ターの 重 率 が 黄 金比 の べ き
乗 で あ る.ま た,容 量 次 元 を解 析 した と ころRESがskinnyfractalで あ る こ とが
判 明 した.skinnyfractalが 物 理 に現 わ れ た の は このRESが 初め て の こ とで あ り,
本 研 究 の 重 要 な成 果 で あ る.
RESがskinnyfractalで あ る こ とを利 用 して,エ ネ ルギ ー ス ペ ク トル を有 限 個
の 副 スペ ク トル に分 け た とこ ろ,全 ての 副 スペ ク トル は フ ィボ ナ ッチ シュ タル
クラ ダー(FSL)と な る こ とが 分 か っ た.FSLと は間 隔 が2種 類 しか な く,そ
の 大 きさは 隣 り合 う二 つ の フィボ ナ ッチ数倍 の 電 場の 大 きさで,そ の 並 びは フ ィ
ボ ナ ッチ 列 を なす よ うな スペ ク トル で あ る.フ ィボ ナ ッチ 格 子 の シュ タル ク ラ
ダー は い くつ か のFSLの 重 ね合 せ で あ る こ とが 明 らか に され た.
また,RESの 同 じク ラス ター に属 す る状 態 の波 動 関 数 は全 て 同 じ形 で あ り,
フ ィボ ナ ッチ 格 子上 の 同 じ局 所 構 造 上 に局 在 して い る.こ れ らは,本 研 究 で 精
密化 され たConwayの 定 理 に したが って フ ィボ ナ ッチ 配列 を な して フ ィボ ナ ッ
チ 格 子 上 に分 布 す る.
一様 電 場 下 の フ ィボ ナ ッチ 格 子 の この よう な性 質 は
,電 場 に よ っ て波動 関 数
が 局 在 す る こ と と本 研 究 で精 密 化 され たConwayの 定 理 に よ っ て説 明 され る.
そ の結 果RESに よる解 析 が この よ うな物 理 的 描 像 を反 映 した有 効 な手 段 で あ る
こ とが分 か った,
本 研 究 に よ って1次 元 準 周 期 系 の 二つ の典 型(ハ ーパ ー モ デ ル と フ ィボ ナ ッ
チ 格 子)の シ ュ タル ク ラ ダ ーの 基 礎 と なる性 質 は ほぼ 理 解 で きた と考 えて よい.
(4)シ ュタル クラダー以外の結果
一様電場下 の準周期系の研 究 の過程 でい くつかの副次的 な成果が あげ られ た.
それ らにつ いて ここで まとめてお く.
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まず,広 義 のfractalの 分 類 にお い てskinnyfractalと い う概 念 を定 義 し命 名 し
た.
電 場 が ない 場 合 の ハ ー パ ー モ デ ル の局 在 領 域 で は,重 心 の順 に よ る番 号 付 け
が 系 の性 質 の 整理 に有 効 で あ り,簡 単 な 摂 動 論 に よっ てエ ネル ギ ー ス ペ ク トル
の性 質が理 解 で きる こ と を明 らか に した.こ の よ うな解 析 の 手法 は本 研 究 に よ っ
て 初 め て な され た こ とで あ る.
また,Conwayの 定 理 を精 密化 す る こ とに よ って,フ ィボ ナ ッチ格 子 の 構 造
の特 徴 を詳 し く記述 す る こ とが で きた.
4-2今 後 の課 題
ここで は今後の研 究の展 開 として考 え られ るこ とをい くつか述べ る.
まず,フ ィボナ ッチ格子の場合の準位の位 相依存性 の解明 とRESの パ ラメ
タ依存性 を詳 しく調べ るこ とを考 えている.こ れにより一様電場下の フ ィボナ ッ
チ格子の性 質 をよ り詳 しい解析 を行 う.
また,本 研 究 による基礎理論 を発展 させ る と共 にい くつかの応用 も考 え られ
る.
準周 期系の 一つの典型 であ るハーパーモデル は2次 元長方格子 に磁場 をかけ
ることに よって実現 され る.こ の ような系 に電 場 をか けた場合 の シュ タル クラ
ダー につ い ては本研 究 に よって明 らか に され た.こ れ に対 して,系 が 三角格子
になった場合 には,ハ ーパ ーモデル とは また異 なった複 雑 な振 る舞い をす るこ
とが期待 される.こ の よ うな正方格子 と三角格子 にお ける物性 の違い はア ンチ
ドッ ト系 におけ る量子輸送現 象 などに もみ られる ことで大変興味深 い.
また,2次 元準周期系 の典 型 であ るペ ンローズ格子 にお ける一様 電場の影響
を調 べ る こと も考 えられ る.こ のモデル は実 際の2次 元準結晶 のモデ ル として
考 えられ ている ものであ る.
この ような系 を扱 うこ とに よって2次 元系での シュタル クラダーの理解 を深
め るこ とが必要 である,
また,本 研究 の成果 を現実 の系への応用 という形で実現す ることも考 えたい・
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そのため には,実 験的 に測定 される適 当 な物性値 を計 算す る必 要があ る.今 の
ところ フ ィボナ ッチ列 を用 いた準周期超 格子 における光吸 収 スペ ク トルが考 え
られる.現 在,半 導体周 期超格子 にお け る シュ タルク ラダーの観測は 光吸収 ス
ペ ク トル に よって行 われ ている.ま た準 周期超格子 と して フ ィボナ ッチ超格子
の作成 が行 われ,そ の構 造 や物性 の測定 も行わ れるよ うにな っだ6),本 研 究の
フ ィボナ ッチ格子の シュ タル クラダーの研 究が光吸収 スペ ク トルの計 算にお い
て も生か されるこ とになるで あろう.
現実 の半導体超 格子で は量子効 果 を利用 した さ まざまなデバ イスが考案 され
てい る.そ の 中に,ラ テ ラル超格子 とい う新 しい超格 子が ある.こ れ は,半 導
体 ヘテ ロ界面 に閉 じ込め た電子 を,さ らに表面構 造 を制御す る ことに よ り,界
面 に平行 な方向 に周期ポ テ ンシ ャルを誘 起 させた もの であ る.こ の周 期 ポテ ン
シャルに よって電子の閉 じ込めがお こ り量 子細 線が実現 する.こ の周 期ポテ ン
シ ャルの 強 さは制御 用の 電極 にバ イアス電圧 を印加す ることに よって 調節で き
るため この系 は外部 か ら制御が 可能で あ る.ま た,こ の ような構 造 に よって誘
起 される周期 ポテ ンシャルは連続的 なカ ーブを描 く.こ の ような特徴 を持 つ ラ
テラル超 格子 は新 しい光 デバ イスへ の応 用が開 ける重 要 な構 造で ある と考 えら
れている.
この表面 の超 格子 を周期 的で はな く準周期 的,例 えば フィボナ ッチ列 にす る
ことに よ って準周期 ラテ ラル超格子 が作 成可能 である.こ の ような超 格子の性
質は通常 の ラテ ラル超格 子 とは大 き く異 な った複雑 な性 質を示す もの と期待 さ
れ る.ま た,フ ィボナ ッチ的性 質 とともにポテ ンシャルが連続 的であ ることか
らハ ーパ ーモ デル的 な性 質 も期待で きる.こ の ような系の光吸収 の計 算 と,さ
らに一様 電場 をかけ た場 合の スペ ク トルの変化 につい て調べ る.こ れ らの研究
に よって準周期 ラテラル超格子 の新 しい デバ イスへの 可能性 を探 るこ とも今後
の課題 として考 えている.
この分野 の研究 は,こ の ように電子の局在化,フ ラクタル,メ ゾ ス コピック
系 といっ た最近の物性物 理 の重要な問題 と深 いつ なが りが あ り,基 礎,応 用 と
もに大 き な成 果が上 がる 可能性 のある分 野 といえ る.し たが って この ような多
彩 さを念頭 に置いた研究 が これか ら望 まれる.
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